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uvobD

Ud benik Matematika za studente arhitekture i dizajnamijenjen je stu-
dentima Studija arhitekture i urbanizma te studentima Studija dizajna
za ucenje i polaganje kolegija Matematika te Matematika 1i 2 na
Arhitektonskom fakultetu Sveucili ta u Zagrebu. Sadr aj je podijeljen

u 6 poglavlja: Vektori, Analiticka geometrija, Elementarne funkcije,
Limesi, Derivacije i Integrali. Drugo poglavlje ima i dodatak Pove imo
analiticku i nacrtnu geometriju u kojem su pojedine zadace rije ene
metodama nhacrtne geometrije. Dakle, obradkeni su standardni sadr aji
koji se predaju na tehnickim fakultetima, ali prilago dkni satnici na
Arhitektonskom fakultetu Sveucilita u Zagrebu te je vi e stavljen
naglasak na primjenu i vizualizaciju sadr aja, a manje na formalni
matematicki rjecnik i dokaze. Svako poglavlje zapocinje motivacijom,
zatim slijedi kratki teorijski uvod te rije eni primjeri i zadatci. Tekst je
popracen s preko 100slika napravljenih u digitalnom alatu Geogebri.
U prvom poglavlju uveden je pojam vektora te su de nirane operacije

s vektorima i to zbrajanje vektora, mno enje realnog broja i vektora te
skalarni, vektorski i mje oviti produkt vektora.

U drugom poglavlju koriste se algebarske metode za rje avanje ge-
ometrijskih problema. Pomoeu vektorskog racuna izvodi se jedna ba
pravca i ravnine te se proucavaju me dusobni odnosi i polo aji pravaca

i ravnina u prostoru. Za svaki zadatak najprije je gracki prikazano
prostorno rje enje, a zatim je dano algebarsko rje enje.

U dodatku drugom poglavlju, pojedine zadace su rije ene i metodama
iz nacrtne geometrije te studenti mogu usporediti i rije iti iste zadace
na dva nacina.

Treee poglavlje posveeceno je osnovnim elementarnim funkcijama. Za
svaku funkciju nacrtan je njen graf te su havedena osnovna svojstva.
Na kraju ovog poglavlja nalaze se kratki zadatci za vje bu.

U cetvrtom poglavlju de niran je pojam granicne vrijednosti ili limesa
funkcije te su navodena svojstva limesa i pravila za racunanje osnovnih
limesa.

U petom poglavlju de niran je pojam derivacije te je preko derivacije
opisano pona anje funkcije. Ovdje je tako der navodeno L'Hospitalovo
pravilo za racunanje limesa funkcija.

U zadnjem poglavlju de nirani su neodre dkni i odre deni integral te
se uce tehnike racunanja istih. Ovdje je naglasak stavljen na racunanje
povr ina ravninskih likova ome denih grafovima nekih funkcija te na



uvod

racunanje volumena rotacijskih tijela koja nastaju rotacijom grafova
funkcija oko osi x ili y.

Nadamo se da ee ovaj ud benik pribli iti matematicki sadr aj i olak-
ati njegovo razumijevanje studentima navedenih pro la te omogueiti
primjenu u geometrijskim i konstrukcijskim kolegijima.

Na kraju, iskreno se zahvaljujemo na im recezenticama izv. prof. dr.
sc. Slavici Iveliec Bradanovie, prof. dr. sc. Emi Jurkin i doc. dr. sc. lvi
Kodrnji na konstruktivnim sugestijama i komentarima koji su doprini-
jeli pobolj anju ud benika.

Autori



VEKTORI

De nicija 1. Orijentiranu du inu s krajnjim tockama kod kojih raz-
likujemo pocetnu i zavr nu tocku zovemo  vektor . Pocetna tocka je
pocetak vektora , a krajnja tocka kraj vektora .

Slika 1.0.1: Prikaz vektora

Vektor ciji je pocetak tocka A, a kraj tocka B, A & B, oznacavat eemo
‘AB. Vektor ciji j(la pocetak tocka B,Ia kraj tocka A, nazivamo suprotni
vektor vektora ‘AB i oznacavamo BA. Duljina vektora je udaljenost
izmedl njegove pocetne i krajnje tocke i to je pozitivanlrealan broj
kojeg Inazivamlo modul ili norma vektora i oznacavamo jABj. Vidimo
da je jJABj = jBA|.

Smijer vektora je odreden pravcem na klojem le i vektor. Pravac p,
odreden je tockam’?l A i Bisadrivektor ‘AB, pa kaemo da je pravac
p nositelj vektora AB. Za vektore koji le e na paralelnim pravcima
ka emo da imaju isti smjer ili da su kolinearni (oznaka jj). U suprot-
nom slucaju govorimo o nekolinearnim vektorima.
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Slika 1.0.2: Pravac nositelj vektora

Kako bismo potpuno odredili vektor, osim njegove duljine i smjera
moramo poznavati i njegovu orijentaciju . Nacrtajmo pravac p te na
njemu ilstakr|1imoI 3tocke A,Bi C takve da je tocka B izmedlu A|i C.

V|ektori ‘AB, AC i BC su medlisobno jednako orijentirani, a vektori BA
i BC su medlisobno suprotno orijentirani.

Slika 1.0.3: Vektori suprotnih orijentacija

De nicija 2: Vektor je odredken svojom duljinom , smjerom i orijenta-
cijom, odnosno, ka emo da su dva vektora jednaka ako se podudaraju
po duljini, smjeru i orijentaciji.



vektori

! !
Primjer 1. VektoriAB i CD sa slikel.0.4 ir|naju isti smijer, ali su suprotno

orijentirani i imaju razlicite module. VektoriAD i BC imaju razlicit smjer i
orijentaciju, a isti modul.

D _C

Slika 1.0.4: Zadani elementi Primjera 1

Kriterij za jegnakost vektora

Vektori ‘AB i DC jednaki su ako i samo ako je cetverokut ABCD
paralelogram. | |

Dokaz:) Neka su vektori AB i DC jednaki. Tada su im pravci nositelji
paralelni i vrijedi da je jABj = jDC]j, a to je dovoljno da cetverokut
ABCD bude paralelogram.

( Neka je cetverokut ABCD paralelogram. Tada su nasuprotne
stranice AB i DC parlaleloqrama paralelne i jednake duljine, a kako su
i orijentacije vektora ‘AB i DC jednake, onda su to jednaki vektori. O

>

A B

Slika 1.0.5: Kriterij za jednakost vektora

Temeljni stavak o vektorima |
Neka je O bilo koja tocka prostora i rI\eka jei ‘AB vektor. Tada postoji
jedinstvena tocka P prostora za koju OP = 'AB.
Dokaz: Dokaz ove tvrdnje slijedi iz cinjenice da postoji samo jedna
toc'ka P plrostora takva da je cetverokut OPBA paralelogram. Onda

je OP = 'AB. Time smo prona li vektor jednak pocetnom koji ima
pocetak u unaprijed zadanoj tocki O.OJ

11
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A 0]

Slika 1.0.6: Nano enje vektora u tocku

S obzirom na gornji stavak, prirodno je vektore oznacavati bez
isticanja pocetne i krajnje tocke, jednim simbolom npr. * a
Vektor kojepu su pocetak i kraj u istoj tocki zovemo nulvektor i
oznacavamo O . Nulvektor ima duljinu 0 te nema smijer ni orijentaciju.
U ravnlnl POStOje najvi e dva nekolinearna vektora. Pretpostavimo
dasd ai b dva nekolinearna vektora te |h nanesimo s pocetkom
u tocki O. Tada ka emo da vektori OA i OB razapinju (odre duju)
trokut OAB i paralelogram OACB.

S

ST

Slika 1.0.7: Nekolinearni vektori ai™D



vektori

Qi
b

Slika 1.0.8: Paralelogram i trokut razapeti s dva nekolinearna vektora

Komplanarni vektori  su vektori koji pripadaju istoj ili paralelnim
ravninama. U suprotnom ka emo da su vektori nekomplanarni .
Ocito je da su kolinearni vektori nu no komplanarni.

U prostoru postoje najvi e tr| vektora koji nisu komplanarni. Tri
nekomplanarna vektoral a, b | ¢ razapinju (odre dlju) trostranu
piramidu OABC, cetverostranu piramidu OADBC i paralelopiped
OADBCAD®BC

Slika 1.0.9: Trostrana piramida razapeta s tri nekomplanarna vektora

D

Slika 1.0.10: Cetverostrana piramida razapeta s tri nekomplanarna vektora

13
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2D

Slika 1.0.11: Paralelopiped razapet s tri nekomplanarna vektora

1.1 zbrajanje vektora

De nlcua 3 Neka su zadani vektori -ai D te tocke O Al B takve da

je a= OA| b = AB Zbroj vektora aiDje vektor c OB Ovaj
nacin zbrajanja vektora naziva se pravilo trokuta .

Slika 1.1.1: Zbrajanje vektora pravilom trokuta

Velktore mo emo zbrajati i po pravilu paralelogralma . Zbroj vektora
a= OA i b= OB je dijagonala paralelograma € = OC.



1.1 zbrajanje vektora

Slika 1.1.2: Zbrajanje vektora pravilom paralelograma

Za zbrajanje vie od 2 vektora koristimo pravilo nadovezivanja,
vidi sliku 1.1.3. Svaki sljedeei vektor u nizu postavlja se tako da
,mu j? pocletak u krajlnjoj tlocki prethodnog vektora. Na slici 1.1.3je
Tt atataut a.

Slika 1.1.3: Zbrajanje nadovezivanjem

Zbrajanje vektora ima sljedeca svojstva:

I I
l.'(a+' b)+! c = a+( b+ c)
(asocijativnost zbrajanja vektora)

] ! ]
2°a+ 0="a
!
3. za svaki vektor a posltoji vektor &0 takav da je

! ! ! ! :
Ia+a1:a1+a:0 | |
" @& - suprotni vektor vektora’ a (ozhacavamoga © a)

I ! ! I
4°a+ b= b+ a
(komutativnost zbrajanja vektora)

15
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Svojstva zbrajanja vektora su prikazana na sljedecim slikama:

D

—_
[SIRNSTE
+ +
—_

- =

A

Slika 1.1.4: Asocijativnost zbrajanja vektora

Slika 1.1.5: Komutativnost zbrajanja vektora

A a B

Slika 1.1.6: Suprotni vektori

Odu2|manje vektora je zbrajanje sa suprotnim vektorom. Vektor
2 +( b) krace oznacavamd a b inazivamo razlika vektora' a
i' b.

Primjer 2. Primjer vektorske velicine jest sila jer uz iznos, silu afiir
tocka u kojoj djeluje (hvati te), pravac na kojem djeluje (smjer), te njezina
orijentacija. Opeenito eemo rezultantnu silu dobiti kao vektorski zbroj kom-
ponenti. Pritom eemo upotrijebiti pravilo trokuta ili pravilo paralelograma.
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FI{

—

|

Slika 1.1.7: Zbrajanje sila

Slika 1.1.8: Zbrajanje sila istog smjera

1.2 mno enje realnog broja i vektora

Mno enjem realnog broja (skalara) | ivektora -adobivamo vektor

| -a zadan na sljedeei nacin:
I

I
Akoje | = OiIije! a=0, ondajel! a=0
IAko je | > 0,onda je vektor f a jednako orijentiran kao i vektor
" a, aako JeI < 0, vektori® a i I a su suprotno orijentirani, za
svakl a 6 0
Vektora I' a ima duljinu jl! aj=jl jﬁ aj.

I
Neka su | i mrealni brojevi te! a i b vektori. Operacija mno enja

skalara i vektora ima sljedeca svojstva:
{a+b)=fa+lb
(I +n‘ba=I!a+|!na
(Im5 a=| (rlna).

I
Jedinicni vektor vektora ! a 6 0 vektor je istog smjera i orijentacije
kao vektlor acijli je modul 1ioznacavamo ga s a. On je jednak

! |
E R ,]? Ima isti smjer i orijentaciju kao i vektor * a.

Zadatak 1. Na slici 1.2.1 prikazan je pravilan esterokuRBCDEF sa
sredi tem u tockiS. NekaJeG polow te straniceBCi H polow te stranlce

pD pznammo vektore!\B i BCS m | n . lzrazite vektoreAH GS AE
GH i GF preko vektoran l n.
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E ))
H
F S C
w
G
m
A B
Slika 1.2.1: Zadani elementi Zadatka 1
Rje enje:
FE oD
H
F 5 C
w
G
m
A B

Slika 1.2.2: Rje enje Zadatka 1

Najprije eemo naei vektor
'BS=CD = '‘AF= 'm+ n.sadje

A=t m+ s deo=matn s 3 matn)= dms b,
GS— Ln+BS— %n Im+'n— Im+in
{O\E—m+28§ Im+2( m+ln)— m+§n
GH=in+ttp=tn+i'men)y= tman,

! 2y 12 T 1 ;2 {
GF= n "'m+AF= 5n "m+( m+n)= bm+§n.

2
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| [ I
Zadatak 2. U paralelogramLPQRSje'PQ = baipPs= b. TockaT je
takva da vrueleT = 2 b. Ako se prachR| Qs sueku u tOCkIX a pravci
RS i QT u tocki Y, prika ite vektoreTR PY, QY [ XY pomoeu a | b.

Rje enje:

P a a Q

Slika 1.2.3: Rje enje Zadatka 2

Primijetimo najprije da je cetverokut SQRT paralelogram, pa se
dijagonale SRi QT raspolavljaju.

L !
TR=TS+SR= b+2a,

| | | |
‘PY="PS+'SY= b + a,

| | | |
QY= QR+RY= b 'a,

! L 1 1) 1 |
XY = XS+SY= SQS+ a = ;(QP+ P9+ a

:%( §a+!b)+!a:;b.

1.3 linearna kombinacija vektora

- I ] . .
Delnlcua 4. Ako su’ ay,...,a, vektorii | 4,...,I , skalari, onda vek-
tor a =171 + + | na, nazivamo linearna kombinacija vektora
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1 1 L . . I
“&,...,8, skoecijentima | 4,... ,|I n. Ka Fmo jo da je vektor® a

rastavljen (razvijen) po vektorima * a,...  a,.

Mi eemo ovdje promatrati dvodimenzionalan i trodimenzionalan
vektorski prostor te eemo istra iti vezu izme dl algebarskog pojma
linearne kombinacije vektora i geometrijskog pojma kolinearnosti i
komplanarnosti vektora.

Nekaje a 6 0 | b vektor kollnearan svektorom a . Tada postoji
jedinstveni realnl broj atakav daje b = a a.

Ako je vektor b jednako orijentiran kao i vektor ' a,ondajea> 0. U
suprotnom je a < 0.

S

=1

i

Slika1.3.1: b= ag, a> 0, 0= a%, a< 0

Nekaje( a b) uredeni par nekollnearnlh vektora. Tada za svaki

vektor c, koji je komplanaran s a | b, postoji jedinstveni ure deni
par realnih brojeva (a, b) takav da je

I
c:<"aa+bb.

Umjesto dokaza pogledajmo sliku 1.3.2:
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Slika 1.3.2:.€= aa+ bb

NaneS|mo vektor c s pocetkom u tocki O te sad imamo da je
! c = OC Pocetkom vektora C povucimo pravac pparalelan s vekto-
rom a, a krajem vektora C pravac g paralelan s vektorom b. Kako
pravci piq n|s|u paralelni, sijeku se u toclkl P. Sad JeOC OP+ PC
!gdje jeI vekto!r ‘OP kolinearan s vektorom'! a pa se mo e zapisati kao
IOP =aa,a PCje koIine?ran s vektorom b pa se mo e zapisati kao
"PCI: bb. Vektor aa+ b b zovemo linearna kombinacija vektora
“ai b skoecijentima ai b.

|

Neka je sad'( a, bl!, ¢ ) uredena trojka nekomplanarnih vektora.

Tada za svaki vektor  d postoji jedinstvena ure dena trojka realnih
brojeva (a, b, g) takva da je

'd:aa+bb+g'1c.

Umjesto dokaza pogledajmo sljedece slike:
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Slika 1.3.3: Nekomplanarni vektori (&,D,€) i vektor &

NaneS|mo vektore S pocetkom u istu tocku O. Neka Je a = !OA,
b = OB c = OC| (IJI = OD Vidimo da vektorl a | b odredlju
ravninu p te da vektor c ne le i u toj ravnini. Tockom D povucimo
pravac paralelan s vektorom’ ¢ . On ravninu p probada u tocki D°

Slika 1.3.4: @ = aa+ bb+ ge

Sad je OD = OD°+ DOD Po prethodnom je slucaju ODO =
a a+ b b,a kako je vektor DOD kollnearan S vektorom C, Mo emo
ga napisati kao g c, Vektor a a+ b b + g ¢ zovemo linearna kom-
binacija vektora a b | c s koecijentima a,big.

Sad eemo bez dokaza navesti dva teorema koja nam daju karakteri-
zaciju kolinearnosti i komplanarnosti vektora.
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!
Teorem 1. Dva vektora a i b kolinearna su ako i samo ako postoji broj
a2R takavdajeb = aa

. b . .
Teorem 2. Tri vektora a, b i ¢ komplanarna su ako i samo ako se svaki
od njih mo e prikazati kao linearna kombinacija ostalih dvaju.

— !
Zadatak 3. Toc|kaC ('Jlijeli du inu AB u omjeru2 : 1 Prika ite vektorOC
pomoeu vektor®A i OB.

Rje enje:

@

Slika 1.3.5: Rje enje Zadatka 3

| Tockom C povucimo pravac paralellan s vektorom I!OB koji vektor
OA sijece u tocki D. Dobivamo vektor DCI koIinea{an s '(I)B. Iz in|cnosti
trokuta ADC i AOB zakljucujemo da je DC = Z0Bi DA = Z0A, t.
OD = OA. Slijedi da je

! 1! 21
OC= -OA+ ZOB,
3 3

Zadatak 4.
Neka suA, B i C vrhovi trokuta a= AB b = AC [ nekajec = AP
orijentirana te i nica trokuta. Rastavite vektorc u smjeru vektoraa | b.

Rje enje: Nadopunimo trokut ABC do paralelograma ABDC.
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Slika 1.3.6: Rje enje Zadatka 4

Sad imamo:
|
ﬁc =! a+ b
1
) e = Sats b
Zadatak 5.

Doka ite da se u paralelogramu dijagonale raspolavljaju.

Rje enje: Oznacimo s E polovi te du ine K a sF polovi te du ine
BD. Moramo dokazati da je E = F, tj. OE = OF.

)

Slika 1.3.7: Rje enje Zadatka 5



1.3 linearna kombinacija vektora
Sad je

! | ! | ! |
OE= OA+ AE= 'OA+%'AC= OA + ‘AB+ AD

NI =

| | | | | | |
‘OF= OA+ AD+ DF= OA+ AD + %‘DB

| | | | | | |
='OA+AD+% AD + AB ='OA+% ‘AB+ AD

pa je time tvrdnja dokazana.

Zadatak 6.
Neka je zadan pravilan tetraedar ABCD. Rastavite

! Pl b
1. vektor visineD u smjeru vektorlaa = AB, b = AC |! c

I ol
2. Ivektor visin|e'D1D straniceABD u smijeru vektorlaa ='AB, b =

AC{ ¢ = AD.

Rje enje:

Slika 1.3.8: Zadani elementi Zadatka 6

25

AD.
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Slika 1.3.9: Rje enje Zadatka 6

<
I

! ! | !
DD =D+ cCD= §D10+ cD

2 1 ! ! |
= — = + + =
3 2a b b C

W=
Q
|
O
+
(@]

! 1
!v1:D1D: §a+!c.

1.4 baza i koordinatni sustav

U prethodnom poglavlju vidjeli smo da svaki vektor mo emo napisati
kao linearnu kombinaciju tri nekomplanarna vektora. Zbog toga
ka emo da je trojka nekomplanarnih vektora baza u prostoru svih
vektora i da je taj prostor trodimenzionalan .

Isto tako ee uredeni par nekolinearnih vektora biti baza u prostoru
svih vektora koji su komplanarni s tim vektorima i taj je prostor
dvodimenzionalan .

Vektor razlicit od nulvektora bit ee baza u prostoru svih vektora
kolinearnih s tim vektorom i taj je prostor jednodimenzionalan .
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N . g .
Neka je ( a, Ib', c) bazaineka je d vektor. Kao to smo vee rekli,
tada se vektor d na jedinstven nacin mo e napisati kao

| |
'd:5a+bb+g'1c.

Uredkenu trojku (a, bl,g) nazivamo trojkom skalarnih komponenata
vektora @ u bazi I( a,b;c).

Zadatak 7

Nekaje( a b c ) baza. Odredlte 2 R tako da vektori

|

'm = a+2b+IB,CIn = 2a+ b + 6% ¢ budu kolineami.

. . 1
Rje enje: Kako su m i n kolinearni, vrijedi

n :Ialm,a2 R

| I
%a+'b+65‘<c=a!a+'2b+§c ,

iz cega slijedi sustav

Toa
5=
1
1= 2 = —
a) a 5
1
6x = 3 = -
X a) x 2
|
Dakle,!n:%a+ b+§C||n:%m
Zadatak8 | | [
Nekaje(a b! c)bazalnekasun—'a+2b+ C, n:'b+§c
i! p=2a+ 5b +4c komplanarnl vektori. Prika ite vektOtm kao

|
linearnu kombinaciju vektoran r p.

Rje enje: Uzmimo da je

!m=5n+5p

I I
a'b+§c +b ba+5b+z'rlc

| I
“a+ bt c

Iz toga dobivamo sustav

1=2b
2=a+ 5b
1= 2a+ 4b.
Iz prve i druge jednad be dobivamo daje a= 3, b= 1. Kako

'dobiveni ai b zadovoljavaju i treeu jednad bu, slijedi da je
m= anTab. Lo
Nekaje O tocka, a( a b c) baza. Uredenipar O,( a, b; c)

zovemo koordinatni sustav , a tocku O ishodi te koordinatnog
sustava.
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Slika 1.4.1: Koordinatni sustav

Neka je O,'( a!, b!, c) koordinatni sustav. Svaki vektor s pocet-
kom u tocki O nazivamo radijvektor . |
Neka je T tocka. Njoj pridru ujemo vektor OT kOJeg nazwamo
radijvektor tocke T u koordinatnom sustavu O, ( a, b c) .

Slika 1.4.2: Radijvektor tocke T u koordinatnom sustavu O, (8,b,€)

Kako je ( a b c) baza onda se vektorOT na Jedlnstven nacin
mo e zapisati kao OT = X a+ y b + z c, ij. vektoru OT pridru ena
je trojka (x,y,2) skalarnlh komponenata u bazi ( a, b c). Trojku
(x,y,2) za koju je OT =xa+yb+ Y ¢ nazivamo tro,kom
koordinata tocke T u koordinatnom sustavu O, ( a,b;c) ioz-
nacavamo T(X,Y, 2).
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Zadatak 9. Neka su(x1, Y1, zl) | (x2 Y2, 22) trojke koordinata tocak®, i T,
u koordlnatnom sustavu O, ( a, b c) . Zapiite u danom koordinatnom

sustavu vektorT 1To.

Rje enje :

Slika 1.4.3: Vektor u koordinatnom sustavu O, (&, D,€)

NekasuOT1= x1a+y1b+zlc |OT2= x2a+y2b +22c
radijvektori tocaka Ty i T, u koordinatnom sustavu O, ( a, b c) .
Sad je vektor

| | |
-T1T2 = OoT, +.OT2

I ! I 1 ! I

x1atyib+z7c + xa+y,b+2zc
| ! |

=(x2 xgJa+t(y2 yi) b+ (o z1) c.

Zadatak 10. Neka su(xi,Y1,21) i (x%,yz,zz) trojke koordinata tocak@,
i To u koordinathom sustavu O,l( a, b, c) . Pokaite da polovi teP

straniceTy, T, ima koordinate P 13Xz, yl";yz, Sy

Rje enje : Za odrediti koordinate tocke P moramo odrediti radijvek-
tor tocke P. Sad imamo da je

I [ I I I
.OP:.OT]_"' T]_P:.OT]_‘F JE_T]_TZ
I ! I 1 h I ! ¢
Xla+Y1b+210+§ (X2 Xy a+(y2 yi) b+(zo z1) c
_Xatxp Vatye, o utz
2 2 2

Kako skalarne komponente radijvektora tocke u bazi odgovaraju koor-

dinatama te tocke, dobivamo da P ima koordinate P XitXe Yi3¥z 2tz
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Slika 1.4.4: Koordinate polovita duine u koordinathom sustavu
O, (ab,e)

Zadatak 11. Neka su(X1,Y1,21), (X2,¥2,22) i (x3,y|3, z3) trojke koordinata
tocakaT,, To i T3 u koordinatnom sustavu O,'( a, b, c) . Slicno kao

u prethodnom primjeru poka ite da te i te trokutd; T, Tz ima koordinate

T XatXetXxs Yityotys z1+2p+23
3 ’ 3 ! 3 )

Rje enje: Za rije iti zadatak koristimo koordinate polovi ta iz pret-
hodnog zadatka te cinjenicu da te i te dijeli te i nicu u omjeru  2:1
od vrha.

Zadatak 12.
Leel tockeTl,'Tz i T3, zadane svojim koordinatama u nekom koordinatnom

sustavu O!, a, b!, c) , najednom pravcu?
1 Ti(1, 3,95,T2(2,7,0),T3(2, 4,3);
2. Ti(2,3, 5),T2(4,2, 3),T3(3,3, 4).

! !
Rje enje: 1. Tocke le e na jednom pravcu ako su vektori T; T i;Tng

kolinearni, a po Teloremu 1Ito vrijedi ako i samo ako se vektor T, T,
mo e zapisati kao T, T, = aT;Tz. Sad imamo

| | I
TT,=(2 a+(7+3)b+(1 5c=a+10b 4c,
! | !
TTs=(2 Da+( 4+3)b+(3 Hec=a b >c.
Uvr tavanjem vektora u gornju jednakost dobivamo
I ! I I ! k
a+10b 4c=a'a b o

iz cega slijedi sustav
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Vidimo da ne mo emo pronaei a takav da vrijedi gornja jednakost, to
znaci da vektori nisu kolinearni i da zadane tocke ne le e na jednom
pravcu.
2. Slicno kao pod 1. racunamo

I I |

TTo=(4 Da+(2 3)b+( 3+5c=>2a b+dc,

! 5 ! I 1 I

T,Ts = (3 25a+(é Yb+( 4+5c=a Sb+c.
Vidimo da je !Tsz = 2!T1T3, tj. vektori !T1T2 i!T1T3 su kolinearni, pa
tocke Ty, T2 i T3 le e na istom pravcu.

Zadatak 13.
Le e li tockeTq, Ty, T§ i T4, zadane svojim koordinatama u nekom koordinat-

nom sustavu O,I( a, b!, c) , ujednoj ravnini?

1 T1(2,1, 2),T»(4,4, 1),T3(4, 1, 1),T4(4, 6, 1);

2. To( 1,2,0),T(0, 4,0),T3(1,0, 2),T4(2, 2,1).
| Rje| enje: I1. Tocke Ty, To, T3 i T4 le e u jednoj ravnini ako su vektori
T, Ty, T1T3 i T, T4 komplanarni, a po Teoremu 2 to vrijedi ako i samo
ako se jedan od njih mo e lzapisati I|<ao Iinea}rna kombinacija ostala
dva. Probajmo sad zapisati T, T, = aT;Tz3+ bT;T4. Sad imamo

I I |

TT=(4 Ha+(4 Db+( 1+dc=ba+3b+ c,

I I !

TTs=(4 Da+( 1 Hb+( 1+dc=>2a 2b+c,

I I !

TTa=(4 Da+( 6 1)b+( 1+Dc=2a 7b+ c.
Uvr tavanjem ovih vektora u gornju jednakost dobivamo

I I I
ba+3b+!c=a5a '2b+!c +bba '7b+!c

Izjednacavanjem vektora s lijeve i desne strane dobivamo 3 jednad be
S 2 nepoznanice:

2= 2a+ 2b
3= 2a 7b
1= a+ b.

Iz 2. i 3. jednad be dobivamo b= 1ia= 2. Vidimo da dobiveni
@ i b zadovoljavaju i prvu jednad 'bu. ToI onda znaci da se vektor
T, T>» mo e zapisati kao T;T, = 2T;Ts T;T4 pa su sva tri vektora
komplanarna i sve cetiri tocke le e u jednoj ravnini.
2. Slicno kao pod 1. sad imamo

=0+ a+( 4 Db+(0 Bec='a bb '

o
TT=(1+8a+(0 2b+( 2 Yc=ba 2b 5ec,
T2+ Da+( 2 b+(1 Dec=5a ab,
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te dobivamo

1 I I
'a 6b 'c=aba 2b 53¢ +b 3a b
Iz gornje jednakosti slijedi sustav

1=2a+3b
6= 2a 4b

1
1= = .
3a) a 3

Vracanjem dobivenog a u prvu jednad bu dobivamo b = 5—1). Kako

dobiveni a i b ne zadovquavaju drugu jednad bu, tj. 6 6I %3,
Izakljucujemo da se vektor T, T, ne mo e zapisati preko vektora T;Tz i
T, T4, to znaci da vektori nisu komplanarni.

15 skalarni produkt vektora

Kako bismo de nirali skalarni produkt vektora na}jprije moramo dle -
nirati kut izme dl dva vektora. Uzmimo vektore * a 6 P i h 6 q te
ih nanesimo s pocetkom u istutocku OtakodajeOA="aiOB="b.
Kut izme dlu vektora a | b je manji kut od dva kuta koji zatvaraju
polupravci pi gna kojima le e vektori 'a | b pa vrijedi da je

0 \'(a!,b) p.

Slika 1.5.1: Kut izme dl vektora

ol I
De nlcua 5 Neka su dani vektori' a 6 0 i b|6' 0 inekaje
j =\ ( a, b). Skalarni produkt vektora ! a i b je realan broj (ska-
lar)

I |
!aibz!jaj]bjcosj.
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! ! | !
Akoje! a= 0ili b="0,ondaj = \'(a', b) nije de niran pa

de niramo da je |
'ab =o.

. . . P! .
U literaturi cesto se koristi i oznaka™ a b za skalarni produkt.

Iz de nicije slijedi da je

'da=jajjajcoso=aj?

te da je

cos = |4a|7
jajjbj
[
Za sve vektore! a, b i! ¢ te svaki realan broj | , vrijede sljedeca

svojstva skalarnog produkta:

! I
1'ab="ba (komutativnost skalarnog produkta)

| !
2. ("aYb=1{ab)
| |
3. I(a + b5 c ='dc+ B (distributivnost skalarnog pro-
dukta prema zbrajanju vektora)

4.! e{ a 0.
Karakterlzacua okomltostl dvaju vektora
Neka j Je a 6 0 | b 6 0. Vektori' a | b okomiti su ako i samo
ako je |
ab=0.

I
Dokaz:) Neka su vektori! a i b okomiti. Tada je skalarni produkt

jednak

|
! =jajjbjCOSB—0

( Nekajesaofab-OKakOJeaﬁ O|b6 0 ondamora
Vrljedltl daje cos\ ( a, b) = 0,izcega slijedi da je \ ( a,b)= 5t
!a’> b.O

Zadatak 14. Neka je dan pravilan esterokutABCDEF stranice duljine
2. Neka jeG palovi te straniceBC i H polovi te straniceAF. Izracunajte

duljinu vektoraAC te kut izmdiu vektoraHG i HE.

Rje enje: Nacrtajmo praV|Ian esterokut ABCDEF sa sreditem u
tocki Ste oznacimo vektore AB [ AF s m | n.
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I D
F ) S C
w
H G
m
A B

Slika 1.5.2: Zadani elementi Zadatka 14

. . b
Svc? tra enle vektore izrazit eemo'preko vektora® m i n jer znamo
dajejmj=7jnj=2tedaje\(m;n) = % pa mo emo izracunati
skalarni produkt mn = 2 2 cos® = 2.

A B

Slika 1.5.3: Rje enje Zadatka 14
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Najprue pronadlmo vektor AS BC FE— m + n.
SadJeAC AB+ ‘BC=' "mdm+n=bm+n. Onda je

q! ! q T T
ACAC = 5m + n 5m +' n

!
JACj

g ~
Amiz+ dmn +iniz="16 8+ 4= "12=2"3.

Time smo rije ili prV| dio zadatka

Sad eemo vektore HG [ HE izraziti preko vektora m | n, a potom im
izracunati module. Dobivamo:

| | ! !
HG = HA+ AB+ BG= %n +!m+%!m+! n = gm,

I I I
HE= HF+FE= fn+m+n=m+2n,
2 2
pa je
! q! I r$D| P
JHGj = HGHG = me: = 3,
s
A q! ! I 3 [ 3
jHEj = HEHE = m+=n ‘m+=n
2 2
"
= jm12+13mn+—1n12= 4 6+9= 7
Konacno dobivamo
! 5 ! 5 5 ! b !
! ! sm'm+ 5n smm+ z2mn
cos HG,HE =_iHG__|§_|E_: 2 p=2 =2 p—=
jHGjjHE] 3 7 3 7
249 (2 2 y\ hehE =701p
= - = — s = . .
37 3 7

Zadatak 15. Neka je dan p|ravi|an tetraedakBCD duljir?e stranice3.

Odredite duljinu vektora visind D te duljinu vektora visineéD,D stranice
ABD.

Rje enje:
Koristimo se zadatkom 6 gdje smo vektore vV = DOD | vy = DlD
vee izrazili preko vektora a= AB b = AC| c = AD
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Slika 1.5.4: Rje enje Zadatka 15

Imamo da je

I ! 1 1 I
‘v=DD= = Zp+
\% 3a 3b c,
1 [ 1
: = = = +
vi = D1D 2a c
Sad dobivamo
Py—4— ' 1 1 1
jvij= Vv = ( za —b+!c)( ~a —b+!c)
; 3 3 3
1 1! 1o 2! 21 2
= = + = + + = = _
rQaa 9bb ccC gab 3etc 3bc
2 p 2 p 2 P
= + 1+ 9+ — = = ~
p11993p30035333cos§3330053
= 11+1 3 3= B,
r
L. qll 1 |
jvij= “vivi = ( —éa+'C)( ~a+ c)
r
- Ydatdedde
_r4
= ?1 33cosB+9
r9 9 éﬁ 3p
= — — + = — = — _.
4 2 9 4 2 3
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Zadatak 16. Neka je dan pravillan oktaed&BCDEF duljine stranice2.

Odredite duljinu vektora dijagonal€E te kut izmeflu bocnih bridova i ravnine
ABCD.

Rje enje:

F
Slika 1.5.5: Zadani elementi Zadatka 16

I ! !
Uzmimo daje! a=AB, b =AD ! ¢ = AE.

F

Slika 1.5.6: Rje enje Zadatka 16
Sad je
I I
‘AS = EI( a+ b),
2
pa je

! ! ! 11 ! I
SE= AS+ AE= E(a+ b)+ ¢

! | | !
FE=2SE= 'a b+2c.
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Dobivamo
L 9 49— 1
JFEE= 'FEFE= (' a b+bc)('a b+5c)
q!l r Lo 5! I P
= da+ bb+4cc+2ab 4dc 4b c
r
= 4+4+16+222cos% 422005% 422005%
- p_ p_
=p24+0 8 8= 8=2 2,
T S TR
JASj = ASAS= Z(a+ b)(a+ b)
q
17 1 ! I
=§-aa+5ab+bb
,
1 p P
=2 4422 2cos-+4= 2
5 cos2
i
! 'ASAE basin'c 1esine
cos\ ‘AS,AE = +—+— = p =27"pn 2
jASjjAE] 2 2 2 2
$22cosi+122cosy 1 P3
= I =p==—
2 2 2 2
\ ‘as'ag =P
) , =7

Ovaj zadatak smo rije ili pomoeu skalarnog produkta, ali on se jednos-
tavno mo e rije iti i kori tenjem trigonometrije pravokutnog trokuta.

1.6 vektorska projekcija

|
Neka je dan uredkni par vektora I( a, b). Trebamo naei uredeni par
vektora ( x; y ) takav da je

!
'b:!x+!y,!xjﬁa,!ylazo. D

Na slici 1|6 1 ilustriran je slucaj kad vektori ! a i! bl nisu 'kolinearni i
kad je uv1et y a = 0 ekvivalentan uVJetu okomltostl y ?° a (Jer ako
je vektor b kolinearan s vektorom' a, ondaje b='xte 1e y = 0).
Uzmimo sad n('etrlvualnl slucaj kad je ! a6 0. Pretpostawmlo da
je urecﬂanl par ( X, y) rje enje danog problema. 1z uv1eta Xj]ai

" a 6 0 slijedi da postoji realan broj a takav da je x = aa Sad

dobivamo da je
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te

I | :
o='ya=(b aala=ab 4daj?) a:gg.

Time smo dokazali da ako problem (1) ima rje enje I( X I y ), onda je
nu no !

X = Iia
jaj?
i P!
I _'b 'ab!a

d jaj?

Vektor
P! N !
I “ab ‘ab ‘"a “ab i
X= b a= +— == +— & 2
] aj Jaj Ja) ]aj

! I
zovemo vektorska projekcija vektora b na vektor’ a. Broj

!
ab !

! I
zovemo skalarna projekcija vektora b na vektor’ a. Apsolutna

vrijednost skalarne projekcije jednaka je duljini vektorske projekcije.

<y

L (ab\. [ab).
rT=\|\—Z-pla=|5]%
jaf* dl

T - vektorska projekcija vektora b na vektor @

Bl

81
Q

Slika 1.6.1: Vektorska projekcija

| [
Zadatak 17. Neka je dan trokutABC takav da jeAB ='m 'n ,'A(} =

bm 'n ,!j mj = 2'] nj= 2\ '(m' n)= % Odredite vektor visin€C°
te duljinu tog vektora.

Rje enje: Skicirajmo trokut ABC te mu oznacimo visinu CCC

39
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Slika 1.6.2: Rje enje Zadatka 17

! !
Sad Ividimo da je vektor ACCvektorska projekcija vektora AC na
vektor ‘AB pa idemo ga dobiti po prije izvedenoj formuli:

Pl I I I
!ACO= A!\BACZZ!AB: (mq n)(&m 2n)|(m I n)
AB (m "n)?

B 2'jmj2 !n%rj . &rrllm+!jnj2|(m oy = ?Ijmjz Iérﬁn+l!jnj2|

imj2 2mn +7jnj2
24 322 cosk+4 I . _ 6l 1oy 31
4 222cosk+4 (M ME Moy am N,

Sad je
! ! ! ! 3 [
C= AC+ AC’=  (bm n)+ S(m )
_ ! 3 3 1, 1
= bm+ n+§m én— é(m+ n)
q r r
! o 11 ! 1), . I Lo
jcci= cckel= 2(m+ n)2= 21(]m12+§mn+]n12)

1 p_
= J@+222 co%+ 4="3,
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1.7 pravokutni koordinatni sustav

U Poglavlju 1.4 uveli smo pojam koordinatnog sustava. De nirali
smo ga kao uredeni par O, (a,D,€) , gdje je O bila neka tocka koju

smo zvali ishodi te koordinatnog sustava, a ure dena trojka (a,b,€) tri
nekomplanarna vektora cinila je bazu koordinatnog sustava.

Sad eemo kao njegov specijalni slucaj de nirati pravokutni ili Karte-
Zijev koordinatni sustav. Njega je uveo Rend Descartes ul?. stoljeeu,
cime je zapoceo razvoj koordinatnih sustava te omogueio proucavanje
geometrijskih tijela metodama analiticke geometrije i algebre.

Ka emo da su vektori 8, Di € ortogonalni ako jea?D,a?€ib?<e.
Ako su vektori -8, D i€ ortogonalni, onda nisu komplanarni pa cine
bazu. Bazu ortogonalnih vektora zovemo ortogonalnom bazom . Ako
su vektori ortogonalne baze jo i jedinicni, takvu bazu zovemo orto-

normirana baza . 1z ortogonalne baze (4,b,€) jednostavno dobivamo

ortonormiranu bazu 2,2 €

IERTC

Kaemo da je koordinatni sustav O, (a™b,€) pravokutan ako je
baza (&,D,€) ortonormirana. Koordinate tocke u pravokutnom koor-
dinatnom sustavu hazivamo pravokutnim koordinatama tocke . Or-
tonormiranu bazu oznacavat eemo (T,7,K%), a pravokutni koordinatni
sustav O, (T,7,K) .

Pravac tockom O na kojem le i vektor T nazivamo x-os ili apscisa,
pravac tockom O na kojem le i vektor T nazivamo y-os ili ordinata,

a pravac tockom O na kojem le i vektor Kk nazivamo z-os ili aplikata .
Koordinatne osi odre duju koordinatne ravnine Xy, XZiyz

Na slikama 1.7.1i 1.7.2. prikazani su radijvektor OT tocke T i vektor
‘AB u pravokutnom koordinatnom sustavu O, (T,T, %) .

T(x,y,z)
OT = OT' +T'T
/’ ::Ef+ y;’+ zE
——ep T (,,0)

Slika 1.7.1: Radijvektor u pravokutnom koordinatnom sustavu
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a

AB = _-OA+ OB
(Ty—21) i+ (2 — 1) + (22— 21)k
a.j+ aJ—F azE

B(:UQa Y2, 22)

Slika 1.7.2: Veektor u pravokutnom koordinatnom sustavu

Neka su sad dani vektori a= af+ aJ+ aKiD= bd+ b+ bku
pravokutnom koordinatnom sustavu O, (T,7,X) . lzracunajmo sad

skalarni produkt -&b pomoeu komponenata tih vektora u bazi (T,7,X%).
Odredimo najprije skalarne produkte vektora baze:

1T = |ijjTjcos0= 1

1= ffijficoss; = 0

Tk = m'j‘kjcos% =0

1T = jTiiTicos0= 1
1= fiificos. = 0
&= ffiiKjcos? = 0
Kk = jKjjKjcosO= 1
' = j”ijT]'cos% =0
K= [Kijfjcos = 0.
Iz toga slijedi da je
= af+ af+ ak b+ bJ+ bk = ahb+ ab + ab,,

Ry 2 2 2 . . q > > >
A== g+ at+ta)j 4= K+t a
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Zadatak 18 Neka su dane tocka( 1,4,9, B(4,| 3,DiC( 1,0, u
'pra|vokutnim koordinatama. Odredi;[e duljinu vektoheB te skalarni produkt
‘ABAC. Koliki je kut izmdiu vektoraAB i AC?

Rje enje: Odredimo najprije vektore

!AB:(4+ T+( 3 4F+(1 5k=5 7 4K

!AC:( 1+ )T+ (0 4)f+(4 5k= 4 k

Sad je

q P p p

| _ _
jABj= 52+ ( 7)2+( 4)2= ' 25+ 49+ 16=  90= 3 10,

! 9 ——— p___ p_
jACj= ( 4)2+( 1)2= 16+1= 17,

| |
ABAC=50 7 ( 4 4 ( 1)= 28+4= 32,

| |
| | : y | |
cos\ (AB,AC) = +-24C = 538 ) \ (AB,AC) = 35.7°
jABjjACj 3 10 17

Zadatak 19. Odredi'%e realan parametartakav da vekté)ra =t T 2K
bude okomit na vekfob = T+ k.

!
Rje enje: Parametart odredit eemo iz uvjeta okomitosti' & b = 0.
Sad imamo
t (1) 10 21=0) t= 2

Sad eemo izvesti jo jednu formulu koja vrijedi samo u pravokutnom
koordinatnom sustavu. Neka je dan vektor a = ad+ aJ+ akKte
oznacimo s a, b i g kuteve koje vektor -a zatvara s vektorima T, Ti k.
Slijedi da je

ax = & = jgjcosa,
ay = € = jejcosb,

a; = 8k = jgjcogyy.
Dobivamo
jei®= & + & + & = jej’cos’a + jej°cos’b + jgj°cosg,
iz cega slijedi da je

cosa+ cos’b + cos’g = 1.
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Zadatak 20.

Odredi tockuT(x, Y, z) takvu da radijvektor tock& ima modul jednal6, s
vektorimal i T zatvara kuteve 0d5° i 6(° te da je aplikatazkoordinata)
'tockeT negativna. Koliki je kut koji radijvektor tocke zatvara s vektorom

" k?
Rje enje: Najprije zapi imo radijvektor tocke T(X,y,2), {j.
OT = xt+ yj+ Zk. Sad po prethodnim formulama imamo
p_
2 P

I
X = OTi= 6cos4% = 6 - = 3 2,

|
y = OT} = 6cos60 = 6 %z 3,
cos’45° + cos’60° + cos’g = 1
1 1 1
) cosg=1 i 5”1
) cosg = %) g= 120,

I
z= OTk= 6co0s1260 = 6 = 3,

1
2
pa tocka T ima koordinate T(3p 2,3, 3).

Ka emo da tocka C 2 AB dijeli duinu AB u omjeru zlatnog reza
ako se dulji dio jACj duine jABj prema kracem dijelu jCBj du ine
jABj odnosi kao cijela duina jABj prema duljem dijelu jACj du ine
jAB;j, tj.

jABj _ jACj
jACj ~ |CBj’

Oznacimo a= jABj, x = jACj,a x = jBCj pa dobivamo

a:x=x:(a x)
x>+ ax &= 0.
Tocka Cleinaduini jABj pa je rje enje

_ab-
X‘Q( 5 1)

duljina zlatnog reza jACj duine jABj duljine a.

C B

[}

®

/AB] : [AC| = [AC| : [BC|

Slika 1.7.3: Zlatni rez
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Zadatak 21. Zadane su tocké\(3,5,1, B( 1,1, 3. Nadite tockuC koja
duinu AB dijeli u omjeru zlatnog reza.

Rje enje:
Odredimo duljinu duine  jAB;:

q —_—
jABj= (1 3)2+(1 5)2+(3 1)2:p16+16+4:6_

Kako tocka C duinu AB dijeli u omjeru zlatnog reza, onda je duljina
duine jACj jednaka

jACj = 3(IO 5 1).

Sad je

1 I I 1

AB= 4i j +2k,

| 1 I
! 4 4j +2Kk 2. 2
= = — — + =

ABg 5 3| 3] k,
pa je
1 I I _ _ I
‘AC = jAC] 'ABO:3(p5 1) i §j+k :(p5 1) 2i

| | | | | | _ | | |
oc = ODA+AC=3i+5j+k+("5 1) 2i 2]+ k

_ _ L
(5 2°8) i +(7 228 + Bk,

Tocka C ima koordinate C 5 2p 5,7 2p E,p 5.

1.8 vektorski produkt vektora

Neka je ( a b c) baza [ neka su0, A, B | C tocke za koje je

OA =! a, OB = b |OC =" c. VektorlI " b lee uravnini p,
dok vektor® c itocka C ne pripadaju toj ravnini

Ako se iz tocke C rotacija iz vektoraI a u vektor b vidi kao pozi-
tlvna rotacua onda ka emo da ( a, b ¢ ) desna baza, odnosno da je
0, ( a, b c) desni koordinatni sustav .

Napomenimo, pozitivha rotacija je rotacija u smjeru obratnom od
kazaljke na satu.
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(O, (a@, b, 6')) - desni koordinatni sustav

Slika 1.8.1: Desni koordinatni sustav

Ako se iz tocke C rotacija |z vektora A u vektor D vidi kao nega-
tlvna rotacua onda ka emo da ( a, b c) lijeva baza, odnosno da je
0, ( a, b c) lijevi koordinatni sustav

(O, (a, b, E’)) - ligevi koordinatni sustav

Slika 1.8.2: Lijevi koordinatni sustav

I
Neka je ( a b) uredbnl par vektoral j =\ I( a, b). Vektorski

I . : o
produkt vektora * a | b je vektor a b de niran na sljedeei nacin:

! [
1. ako je| aj] b, onda uzimamo daje! a b=0

1) . . . . 1 !
2. ako vektori’ a i b nisu kolinearni, onda uzimamodaje* a b

vektor odre den sljedeeim uvjetima:
I I
a b je okomit na vektor' a ina vektor b
[ !
I(a', b!,a " b) je desna baza

! I
!ja bj =!j ajj bjsin\ |( a, b).
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Slika 1.8.3: Vektorski produkt vektora

Geometruska interpretacija modula vektorskog produkta |

J a bjjest povrina paralelograma koji razapinju vektori ! aib.

Doka imo ovu tvrdnju. Oznacimo s v visinu paralelogramais j =

\ ( a, b) (vidi sliku 1.8.4). Iz pravokutnog trokuta OB® dobivamo
daje
% Lo
sinf = +——) v=]bjsinj,
jbj
pa je
[ |
P=fajv=Yajjbjsinj =ja  bj.
Naravno, povr inu trokuta OAB mo emo dobiti kao polovinu povr-

ine paralelograma.

S

- |

(0] B A

ST

Slika 1.8.4: Geometrijska interpretacija modula vektorskog produkta

Svojstva vektorsikog produkta
Foo
Za sve vektoreé a, b i c iza svakirealan broj | vrijedi:

I ! | !
1L.(Fa) b=I(a b)

! |
2. I(a + b) e =tale+p 'e (distributivnost vektor-

skog produkta s obzirom na zbrajanje)

47
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[ !
3ta "b= (b ! a) (antikomutativnostvektorskog produkta)

I
Zadatak 22. Trokut ABC ra}zapet je vekto'rlmAB 5 p L'rq i AC =
p + %q pricemu jejpj =j qj = 2,\ ( p, q)= &. Odredite povrinu
trokuta ABC i visinu iz vrha C.

Rje enje :

Slika 1.8.5: Zadani elementi Zadatka 22

Panec = 5IAB  ACj= Zj(5p hq) (p+5a)
=%j§p ‘p+ibp g aq 'p 20q 'qj
=7115p q+4p 'qj= %pr !qj=§jp 'qj
= JpJ]qjsm\(p q)—%9 2 2 smg—19p3
J'!ABJ'=q(’3p 4q)2= 5p2 24pq+16q2
= 5p2 249 q +16q2= 9 pj? 241p11q1c08%+1éiq12
r
= 94 2422;+164=p52=2p13,
j!AijC 2Ps aBC 38p§ 19p@
Ps asc = )VC:W:?QT?,: 3

Vektorski prodtljkt u pr|avokutnom koordinathom sustavu

Neka je sad O,( i, j, k) desni pravokutni koordinatni sustav i
! ! o [ | !
'a=ai+aj+ak, b=Dbi+hj+b k. Odredimo sad
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. ) -
vektorskl produkt vektora * a i b pomoeu komponenti tih vektora u

bazi ( | j , k) Izracunajmo najprije vektorske produkte vektora baze

KakOjte]I,jjrlj ijjk ondau2|mamodaje i i =0,
i j =0ik k=0. Odredlmosad i ' j . Nadimo najprije
duljinu tog vektora:

T A N ¢

J 1 jj=j|jjjjSIn§=lll=l.
Kakoje!(i " j) .' | |(| | l)’> j (a ovo svojstvo ima i vektor
k)te su ( iy, Cj)ii j , k) obje desne baze, slijedi da
je i kollnearan S vektorom k. Kako su oba vektora duljine
1, zakljucujemo IdajeI i jI k. Vektor j i bit ee suprotno
orijentiran, paje’ j i = ~ k. Tako dobivamo

! I | ! I ! ! I |
[ i =0 j i = Kk k i =

iz cega slijedi da je
a th=(ai va ] tak) (i +hj+bk)
| | |
=(ayb, ahb)i (ab, ab)ij +(ahb, ab)k. @

Determinanta kvadratne matrice
Vektorski produkt vektora u pravokutnom koordinatnom sustavu mo-
emo i jednostavnije racunati koristeei determinante matrica 2. i 3.
reda. Kako bi objasnili pojam determinante, najprije uvodimo pojam
matrice.

De nicija 6: Pravokutnu tablicu oblika

2 3
1 &2 ... A
A1 a2 ... an
. . . L,mn2N,
m1 9m2 ... dmn

ciji su elementi realni brojevi, nazivamo realna matricatipa m ni
oznacavamo A 2 R™ Ako je m = n, tj. broj redaka je jednak broju
stupaca, takvu matricu hazivamo kvadratna matrica .
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Determinanta A 7! detA funkcija je de nirana na skupu svih kva-
dratnih matrica, a poprima vrijednosti iz skupa skalara. Osim oznake
detA za determinantu kvadratne matrice

3
a1 a2 ... Aan
E a2 ... azé
A=g . . L
91 G2 ... @nn
cesto se koristi i oznaka
1 A2 ... Adn
a1 A2 ... an
detA = | . L.
91 G2 ... Gnn

Determinanta matrice de nira se induktivno, tj. determinanta matrice

n-tog reda de nira se pomoeu determinante matrice (n 1)-og reda.
Ako je A = [a], onda je detA = a

Ako je

11 a2
1 a2

kvadratna matrica 2. reda, tada joj mo emo pridru iti realan broj

a1 A2
= ag1d2  a1dn2
1 a2

koji nazivamo determinanta kvadratne matrice 2. reda.
Realnoj matrici 3. reda

2
a1 2 @3

46121 a2 61235
a31 a32 33

pridru ujemo determinantu koju racunamo na sljedeci nacin:

11 2 A3
1 2 @3 = a1
d31 a32 ag3

= a1(appdgs  a@g@3) auo(@idss  agidp3) + as(apidzy  a@gidp).

a a
a2 A3 a 1 <?l23_|_a13 D1 a2

12
az2 a33 a31 a33 ag1 a32
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Determinanta matrice

2 3
1 A2 ... dn
§a21 2 ... ann
A=1g | . .
91 92 ... ann

reda n je broj

detA = ajdetAq;  apdetAqp+ +( 1)n+ 1a1ndetA1n

n
k=1

Determinantu mo emo racunati tako da ju razvijemo po bilo kojem
retku ili stupcu, naime vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 3. Laplaceov razvoj determinante
Neka je A2 R"M, n 2 Tadaje

n . .

detA = & ( 1)"la detA;,8i=1,...,n, (4)
j=1
n . .

detA= 4 ( 1)"la;detA;,8j=1,...,n, (5)
i=1

gdje jeA;; matrica(n 1)-og reda koja nastaje uklanjanjantog retka i
j-tog stupca originalne matric&. Jednakos{3) se zové.aplaceov razvoj
po i-tom retku , a(4) se zovd.aplaceov razvoj po j-tom stupcu.

Mi eemo ovdje koristiti samo kvadratne matrice 2. i 3. reda.

I | I
Vekt(l)rski pr?dukt v'ektora ba = i taj +taki

"b =bgi +bj + b, k zadanih u pravokutnom koordinatnom sus-
tavu mo emo jednostavnije dobiti i na sljedeei nacin:

| ! Lk booa a ! oa oa ! ax &
a b= a a a = ] + k
b b b by b, by b, by by
I I |
=(ayb, aby) i (axb, ab)j +(aby, ab)k. (6)

Vidimo da je formula (6) jednaka formuli (3).

Zadatak 23. Odredite volumen paralelopipedsBCDABYLDO ako su
A(3, 5,2,B(1, 4,1)iD(6, 2, 1) trivrhaosnovicei A5, 2,1).
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Rje enje:
AT = AB x AD

AT = —(AB x AD) !
I
1

Slika 1.8.6: Rje enje Zadatka 23

I
| Vekt<|)ri dvanu sus'jednih bridova osnovice su AB = 2I+7T K,

AD = 3i + 3] 3k.Racunamo vektorski produkt
Lo

L Ik
AT=AB AD= 2 1 1
3 3 3
o1 1t 2 11 21
= i j + k
3 3 3 3 3 3
| | | | |
= i(3+3 j(6+3)+ k( 6 3= 9] Ok.
T P p_
Dakle, P= AB AD =  81+8l=9 2.

Kako bismo dotl)lll vektor visine |' vV moramo napraviti vektorsl§u pro-
jekciju vektora "AA% na vektor ‘AT. Najprije nadlmo vektor AA0 =

2i +3j k.Imamo
11
by =%,TATA7£(!A =p781+8i2( 5j YK)= | + K,
pa je
ivi=P1v1="2
Konacno je
V=PFvjz9 2 2= 18

Zadatak 24. Zadane su tocké\ (4,3, 2), B(3,5,1 i C(6, 2,1 koje cine
bazu uspravne trostrartr; _prizme. Odredite preostala tri vrha prizme ako je
duljina njene visine v= = 19.



1.8 vektorski produkt vektora
Rje enje:
0_; N
AB x AC ”
»C
A’"
v 16
-------- MC
A‘k
B

Slika 1.8.7: Rje enje Zadatka 24

! | | ! ! |
| Vektori stranica osnovice su AB= i +2j +3kiAC=2i

" j + 3k. Sad eemo izracunati vektorski produkt vektora osnovice
kako bismo dobili vektor okomit ha osnovicu:

I
T bk
AB AC= 1 2 3=t

> 1 3
|

=i e+3) (3 6+ k(1 H=0i +9] 3k,

2 3 . 13 1 2
+
1 3 7 2 3 K 2 1

Njegova duljina je
! I _ - _
‘AB AC = P 81+ 81+ 9= P 171= 3p 19

pa je

| |
9i +9j 3k P___ L. L !
I\J

| |
v=(AB AC)jvj = P 19=3i +3j k.

©

'Sad dolloivamlo daje | | | | | |
'OA|°='O|A+'A,IA°=2H+'3j 2k +3i +3j "k

T 7i |+-6j I 3k’l 1 ] I ] I I ]
I('3|30:'|OB+'§;E;0:'3|i+?|>j+'|k+?|,i+'3|j '|k=é|5i+§3j,
‘OCl=0C+CCP=6i +2j+ k+3i+3] k=9i+5j,
paje

A= (7,6, 3),BY6,8,0,CY9,5,0.

Ovaj zadatak ima i drugo rje enje A9 BIO? C%koje dobijemo ako
uzmemo suprotno orijentiran vektor visine * v .

53



54

vektori

19 mje oviti produkt vektora

[
Mje oviti produkt vektora ! a, b i! ¢ realan je broj

[ I I
! c'(a ' b):!jcjﬁa ' bjcos\'(c!, a b)
I I |
= !j cjﬁ ajj bjsin\ '( a, b)cos I( c!, a b).
Geometrijska interpretacija mje ovitog produkta

Skicirajmo paralelopiped razapet vektorima * ! a, b ¢ kao na slici
19.1.

Iz pravokutnog trokuta OCCPdobivamo da je

cos = v ) v= 'j C jcos]
]c)

I
Sad racunamo mje oviti produkt ! c'( a  b) te dobivamo
| I
! cl(a ' b)=!jch a bjcos = Pv=V,
gdje P oznacava povr inu paralelograma OADB, aV volumen parale-
Ioplpeda Time smo pokazali da preko mje ovitog produkta vektora

! a, bi c mo emo izracunati volumen paralelopipeda razapetog s

vektorlma a, b| c.

v =|clcosp
@it % by = |d]d x bleosp = Pu=V

Slika 1.9.1: Mje oviti produkt vektora & i€
. o ! - N
Kako kut j izmedl vektora® ¢ i a b mo e poprimiti sve vrijed-
nosti izmedl 0 p, kosinus tog kuta mo e biti i negativan, a onda i
volumen poprlma negativnu vrijednost. Stoga za volumen V uzimamo

JC(a b)j.
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!
Ako imamo cetverostranu plramldu razapetu s vektorima * a, b

| ¢, onda je njen volumen jednak 31 c( a b)jjerje volumen ce-
tverostrane plramlde ipv. Volumen trostrane piramide, razapete s

vektorlma a b | c, blt ce 6] c( a  b)jjer je povrina baze jed-
naka 3P = 3 2] a bj.

!
Mo emo zakljuciti da je mje oviti produkt vektora ! c I(a "b)=0
ako i samo ako je barem jedan od vektora nul-vektor ili ako su vektori
komplanarni.
. | I I !
NekaI su sadI dani v?ktorl' a= EIIX i + z?\y j t z'alz k,
=bei +bj+bk i! c = c;<i + ¢, j + ¢ k u pravokutnom

koordinatnom sustavu O, ( [ ', L k) . Odredimo mje oviti produkt
|

tih vektora pomoeu njihovih komponenti u bazi ( i, k):

[ !

“c(a b)

:(Cii +C!yj+c!zk) (ayb; azby')| (axb; aszl)j + (‘axhy aybxl)k
=(ab, aby)cx (axb, ab)c +(ahy ayby)c..

Ovaj produkt najjednostavnije je izracunati koristeei determinantu
matrice 3. reda:

Ck G C
ta D)= a a a .
b« by b,
! ! ! ! ! !
Zadatak25 VektonOA—' I=2i 2j+ k,0OB= b =3i +
2 k |OC i i j + 4k razapinju trostranu piramiduOABC.

Odredite vqumen piramide i duljinu visine iz vrha C piramide.

Rje enje: Koristeei mje oviti produkt vektora odredimo volumen
piramide:

1 1 1 4
V:16e(a 'b)]=62 2 1
3 0 2
1 2 1 2 1 2 2
6 10 2 132 43 0
1

= [1( 4 0)+ 1(4 3)+ 40+ 6)]

= f(4+ 1+ 24) = %)
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Sad nadlmo vektorski produkt vektora -ai™:

P ok 21 _2 1 2 2
= = +
a b 2 2 1 T 0 2 T3 5 T<3 0
3 0 2
! ! |
= 4 j +6Kk.
Povr ina osnovice OAB iznosi
P—}!'a !b._p16+1+36_ 53
- 3 1= 2 -2
Konacno, duljina visine je
V—}Pv) v—y— 29_29p53
3 P '5?, 53

Zadatak 26. Odredite volumen paralelopipedsBCDABYLDO ako su
A(3, 5,2),B(1, 4,1)iD(6, 2, 1) trivrhaosnovicei A5, 2,1).

Rje enje: Ovaj zadatak smo vee rije ili koristeei samo vektorski
produkt (zadatak 23). Sad ga mo ete jednostavnije rije iti preko
mje ovit|og pfoduklta vektora. Dakle, racunamo mje oviti produkt

vektora AB, AD i AAC Traeno rje enje je V = 18.



ANALITI CKA GEOMETRIJA

U ovom poglavlju tocke prostora prikazane su u pravokutnim ko-

ordinatama te pomoeu njih dobivamo algebarske jednad be pravca
i ravnine u prostoru. Na taj nacin geometrijske zadace rje avamo
algebarskim metodama.

Takodkr, neki zadatci rije eni su i konstruktivno te je dana usporedba
analiticke metode rje avanja i metode nacrtne geometrije.

2.1 jednad ba ravnine

Neka je Tp tocka i! n 6! 0. Postoji samo jedna ravnina p koja
sadritocku Tp i okomita je na vektor’ N Vektor n nazivamo vektor
normale ravnine p. Vektor normalel' n ravnine p nije jedinstven.
Svaki vektor kolinearan s vektorom * n takodkr je vektor normale
ravnine p.

sl

3|

Slika 2.1.1: Jednad ba ravnine

Tocka T je u ravnini p ako | samo ako je T = Top ili TOT ’?' n,
a to vrijedi ako i samo ako je TO'I' n = 0. Zbog tog rezultata uvjet
To+ n = 0 zovemo karakterizacija (jednad ba) ravnine p i piemo

..To+n = 0.

Lo
Nekaje O,( i, j, k) desnipravokutni koordinatni sustav,

! ! !
=Ai +Bj + Ck, To(X0,Y0,20) i T(X,y,2). Sad je
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I I | I
ToT = (X Xo) i + (y yo) j +(z 1z0) k, pa iz karakterizacije
(jednad be) ravnine p, ToT n = 0, dobivamo

p...A(X Xo)+ B(y Yo+ C(z z0)=0. @)
Ako sad oznacimo D = Axg Byy Cz, onda dobivamo jednakost
p...Ax+ By+ Cz+ D=0 )

koju zovemo opei oblik jednad be ravnine p.
Primjer 3. Skiciraj ravninup zadanu jednad bonp z+ 3= 0.

Rje enje:

Slika 2.1.2: Ravnina paralelna s ravninom xy

Primjer 4. Skiciraj ravninup zadanu jednad borp ...x 3= 0.

Rje enje:

Slika 2.1.3: Ravnina paralelna s ravninom yz
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Primjer 5. Skiciraj ravninup zadanu jednad borp ...y 2= 0.

Rje enje:

Slika 2.1.4: Ravnina paralelna s ravninom xz

Zadatak 27. Napii opei oblik jednad be ravnlnep koja prolazi tockom
To( 1,3,2 i okomita je na vektom = 2| 31 + k.

Rje enje:
L2Azx+ 1) 3y 3J+t(z 2=0

p...XxX+2 3y+9+z 2=0
p...2x 3y+z+9=0.

2.2 jednad ba pravca

Neka je dana tocka Ty i vektor! q 6! 0| Postoji tocno jedan pravac p
koji sadritocku Tg iima smjer vektora™ q.

Tocka T je na pravcu p ako i samo ako je vektor TOT kolinearan s
vekt(?rom q a to vrijedi ako i samo ako se vektor TOT mo e zapisati
kao ToT = \ g,t 2 R. Uvjet

I
ToT=tq,t2R
nazivamo karakterizacija (jednadnad ba) pravca pi piemo

|
p...ToT = tg,t 2 R.
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T

e
./»

Slika 2.2.1: Jednad ba pravca

1o
Neka je O ( i, j, k) desnipravokutni koordinatni sustay,

q = a| + b4 + ck TO(XP Y0,20) i T(x y,z). Sad je
TOT =(x xo)i +(y voj +(z zo) k, pa iz uvjeta ToT = tq,
t 2 R dobivamo jednakosti

3X Xo= at
P=3Y Yo = bt ©)
'z Zg=ct t2R,

koje zovemo parametarska jednad ba pravca p. Eliminacijom para-
metra t dobivamo

...~ onyby":z 20 (10)

kanonski oblik jednad be pravca p.

Zadatak 28. TockomT( 2,2,3 ipravcemp...*,= = >3~ = £= posta-
vite ravninu.

Rje enje:

Slika 2.2.2: Rje enje zadatka 28

Uzmimlo neklu tOCklI.I pravca p, npr. P(1,1, 1). Sad je
‘PT = 3i + j +4k. Vektor normale ravnine p dobijemo kao
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! ! !
vektorslld produkt vektora smjera ! g=2i +3j + k pravca pi

vektora PT:

| k I T I R

PT "g= 3 1 4 = 11i +11j 11k = 11(i | + k).
1

! I
Dakle,!n:i "j + k,pajep...x y+z+1=0.

Zadatak 29. Postavite ravninu kroz pravce

x1_y1 z+2 x—-Yy1l_23
Pr.. "5 = 5= FLip2..p T g T S

Rje enje:

Slika 2.2.3: Rje enje zadatka 29

V|d|mo da su prav0| P1 [ pz paralelni (jer su im jednaki vektori
smjera 0 = qz = 2 i+ 3] k) pa odredlju ravninu. Kako bismo
napisali jednad bu ravnine moramo odrediti vektor normale. Vektor
normale dobivamo kao vektorski produkt dva vektora ravnine s tim
da ne mo emo uzeti vektore smjera pravaca p; i p jer su to kolinearni
vektori pa je njihov vektorski produkt jednak nulvektoru.

Uzmlmo vektor smjera pravca pq (ili pravca pp)

ql = 2| + 3] | k te gocku 16\(1 1, 2) pravca p;itocku B(0,1,3

pravca p. Sad jeAB= " i + 5k, paje
I
! ke Lo
‘qw AB= 2 3 1=15i 9j+3k=235i 3j+ k).
1 0 5

Jednad ba ravnine p sad glasi

LBx 1) 3y 1D+z+2=0
p...5x 3y+z=0.
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Zadatak 30. Odredite jednad bu ravningg zadane tockama(5,4, 5),
B(3,2, 3)iC(5,3, 4).

Rje enje:
ﬁ
C
A B
™
Slika 2.2.4: Rje enje zadatka 30
! ! ! ! ! ! !

Odredimo vektore AB = 2 2j +2k i AC = j + k.

Vidimo da dobiveni vektori nisu kolinearni pa odre duju ravninu.
Odredimo vektor normale ravnine p

Lo
L ke
AB AC= 2 2 2 =2j+2k.
11

Sad je jednad ba ravnine p jednaka

p...Ay 4+ 2(z+5)=0
p...y+2z+2=0/:2) p...y+z+1=0.

Zadatak 31 Na pravcup...*f2 = Y= = 2.2 naflite tocku jednako
udaljenu od probodi ta pravca s ravninama

P1 x+y z+2=0,

p2...x y z 2=0.

Rje enje: Skicirajmo tra eno rje enje. Iz jednad bi vidimo da rav-
nine nisu paralelne. Trebamo pronaci probodi te pravca p i zadanih
ravnina. Tra ena tocka je polovi te dobivenih probodi ta.



2.2 jednad ba pravca

T

Slika 2.2.5: Rje enje zadatka 31

Zapi imo pravac p u parametarskom obliku. Dobivamo

8

3x=t 3
= =2t 1
p By

z= 2t+ 2.

Sad pravac uvr tavamo u jednad be ravnina kako bismo dobili probo-
di ta:
p\ p1 t+3+2t 1+2t 2+2=0

2 11 7 10

t= 3) Bl 30 33)

p\ pp...t 3 2t+1+2t 2 2=0
t=6) A(311, 10).

Sad je polovi te
|
11 7 10 '
z+3 3z+11 5 10 _ 113
2 2 2 3’3" 3

Zadatak 32. Neka je dan pravap...*tt = Y 2 = Z Zjravninap ...x+

2y z+ 2= 0. Odredite ortogonalnu projekcijp® pravcap u ravninu p
te pravac f%imetrican pravcu p s obzirom na ravninu.
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Rje enje:

Slika 2.2.6: Rje enje zadatka 32

Odredimo najprije probodi te pravca piravnine p.Zapiimo pravac
p u parametarskom obliku

1

t
1
2t+ 2, t 2 R,

p:

"W W0

X
y
z
te ga sad uvrstimo u jednad bu ravnine p:

t 1+2 2t 2+2=0

) t+1=0

t=1.
Dobivamo da je probodi te pravca piravnine p tocka P(0, 1,4). Kako

bismo odredili vektor smjera pravca p° najprije po formuli (2) izra-
cunajmo vektorsku projekciju * x vel'<tora s|mjera pravca p na velgor

normale ravnine p. Imamodaje q = i +2kten =i +2j "k
pa je
!
| ‘g n i1+0 2! I !
X =t——n=p——>(i +2] k)
jnj? 1+ 4+ 1°
1! '2 !
= 6(|+ ] k).
Sad je
! ! ! ! Lo
qO:!q!xz'i+2k+%(i+2j k)
—Zi+}'+171k
"6 T3l TE©



2.2 jednad ba pravca

| | | | |
oo=" b ='i+'2k+%'(i+2j k)

paje

o 6x_3(y 1)_6(z 4
7 1 11

000 3x_3y 1 _3(z 4
e 5 =

Zadatak 33. Odredite jednad bu ravning s obzirom na koju su ravnine

p1...X y+2z 2=0ip; 4x+ 2y 4z+ 3 = 0 meflusobno
simetricne. Takdler, odredite udaljenost ravnina, i p».

Rjelenje:| Uocirpo da su ravr'line Pa ip2 gnedUsobno paralelne jer je
|

"ap=2i j+2klng= 41 +2] adktejény= on,.
p
/’ Ty
/’P
”TZ

Lt

Slika 2.2.7: Rje enje zadatka 33

Uzmimo tocku T; 2 p;: te njome postavimo pravac okomit na
ravnine p1 i p2. Odaberimo proizvoljno 2 koordinate, npr. x = 01
y = 0. Ako ih uvrstimo u jednad bu ravnine p; dobivamo daje z= 1.
Dakle, tocka T; ima koordinate T1(0,0, 1) pa je jednad ba pravca p

8
3x=2t
= = t
p 2 y
z=2t+1,t2 R.
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Odredimo probodite T, pravca piravnine pj:

8 2t 4(2t+ 1)+ 3=0

1
) t= o
118
) TZ( §l?81§)

Polovite Pduine T;T,imakoordinate P 7%, 4, 1Z paje jednad ba
ravnine p

p...2x+%3 y — +2 z — =0

p...2x y+2z ;1:0.

Udaljenost ravnina p1 i p» dobijemo tako da izracunamo udaljenost
tocaka Ty i Ty:

1 1 1 9 1
—+ —+ = ==
81 324 81 324 6
Skup svih tocaka prostora koje su jednako udaljene od dviju ravnina
p1i p2 le e u jednojravnini koju nazivamo simetralnom ravninom
ravnina p1i po. | |
Vektore normala’ n i n® simetralnih ravnina dobivamo kao vektore
simetrala kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina p1i p2 .

! ! | ! !
! ng '

- co_ .M no
n = r—: p—:, n"“"=r——+r—.
Ny Jn2) Ny Jngj

Zadatak 34. Odredite jednad be ravnina s obzirom na koje su ravnine
p1...X y+2z+1=0ipz...x 3y+ z+ 1= 0mdiusobno sime-
tricne (simetralne ravnine ravnin@ . i p»). Takdfer, odredite kut izndiu
ravninap.i po.
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Rje enje:

st

Slika 2.2.8: Rje enje zadatka 34

Najprije odredimo jednu tocku pravca presjecnice ravnina pii pa.
Uzmimo npr. da je koordinata x = O te rije imo sustav:

y+22+1=0
y+z+1=0.
Dobivamo y= tiz= ZtejeT(0,2, 2)2p:1\ p2

Vektore normala simetralnih ravnina dobivamo kao vektore simetrala
kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina pi,i p» paje

IJ”lJ' 'anlI | | |
_0 o jt2k 20 3j+k
e | 14 I I
3 (p?+ 2p§)i +( p?n 3p§)j +(2p?+p§)k
= p—
42
i
I !n !n
=1 2
IJnlJI ]n2J| | | |
_ i i +2k 20 3+ k
l"é l Pﬂ. |
(p? zp’)| +( p? 3p3)1 +(2p7 IOé)k
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Tra ene ravnine su

p...(p?+2p§)x+( p? 3p§)y+(2p?+p§)z+ + 3=0

p? P

po...(p? 2p§)x+( p?+3p§)y+(2p7 p§)z+ 3=0.

Kut izme db ravnina p1 i p2 jednak je kutu izme du njihovih vektora
normala pa imamo

I k
cos\ (nq;Nny) = - = pDh
(ns, nz) M naj 0 "6 14
7 84 21

Zadatak 35. Odredite udaljenost tocke(2, 3,4) od ravnine
p...x y+z+1=0.

Rje enje:

Slika 2.2.9: Rje enje zadatka 35

Tockom T postavimo okomicu na ravninu| p. Dakle, vektor smjera
" q okomice p bit ee jednak vektoru normale’ n ravnine p:

I 1 ! ! !
g=n=2i j + k.
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Sad je jednad ba pravca p.

8
SX=2t+2

= = t 3

p By
cz=t+4,t2 R.

Odredimo probodi te pravca piravnine p:

22t+2) (t JP+t+4+1=0
) 4t+4+t+3+t+4+1=0
) 6t+12=0) t= 2

pajeP( 2, 1,2).Sad je udaljenostd tocke T od ravnine p jednaka

q
d(T,P)=  (2+ 2)%+ ( 3+ 1)+ (4 2)°?

= IO16+ A+ 4= pﬂ: zpé.

Zadatak 36. Odredite tocke pravca. . # = % = %3 jednako udaljene

od ravninap; X+2y 2z+3=0ip 2x+y+2z 1=0.
Koliko iznose udaljenosti tih tocaka od ravnipai p2?

Rje enje:

2

Slika 2.2.10: Rje enje zadatka 36

Tocke pravca p jednako udaljene od ravnina p1 i p» dobivamo kao
probodi ta pravca p sa simetralnim ravninama ravnina p1i p».
Za odrediti simetralne ravnine najprije odredimo jednu tocku pravca
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presjecnice ravnina p1 i p2. Uzmimo npr. da je koordinata x = Ote
rije imo sustav:

2y 2z+3=0
y+2z 1=0.
Dobivamo y= Ziz= 2tejeT(0, 5,2)2 p1\ p2

Vektore normala simetralnih ravnina dobivamo kao vektore simetrala
kuteva koje zatvaraju vektori normala ravnina p.i p2 paje
| |

: n n
W= My N2

]lnlJ 'janj I I I
i +2) 2k 2i + j +2Kk L
3 3
I !n !n
n= - =2
Jni)  In2)
I [ I I I I I I
_ i+ 2] 2k+2| j 2k _ i+ ) 4k
- 3 3 - 3

Tra ene ravnine su

2
0 +y+-=0
p X+ty 3 ,
p..x+y 4z+4=0.

Odredimo probodi ta pravca p s ravninama p°i p:
7 2
-) 2t+ - = =1
(t 3) t 3 0) t

pajeP( 3, 2,3,

wl N

pajeQ( ¥.%.93).

Udaljenosti tocke Q od ravnina p1 i p» dobijemo tako da tockom
Q postavimo okomicu o na jednu od ravnina, npr. pi te traimo

probodi te okomice i ravnine. Dobivamo da je jednad ba okomice o
38 62
jednakao.. H—f = 13 = 2.3 aonda je tra eno probodi te tocka
Q( 7.3.%
1 7 3’ 3 .
Sad je udaljenostd tocke Q od ravnine p; jednaka
S

d(Q,Q1) = 7+ — o+ 3 3 t 3 3 =17
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Zadatak 37. Odredite udaljenost tock&(2,2, 3) od pravcap.. &12 =
y2_z1

2 3

Rje enje:

Slika 2.2.11: Rje enje zadatka 37

Postavimo ravninu p tockom T okomito na pravac p:

p...(x 2)+2(y 2)+ 3(z+3)=0
p...x+2y+3z+3=0.

Sad odredimo probodi te pravca piravnine p. Zapiimo pravac pu
parametarskom obliku

t 2
2t+ 2
3t+1,t2 R,

p:

"W /W0

X
y
z

uvrstimo ga u jednad bu ravnine p, pa dobivamo

t 2+ 2(2t+ 2)+ 3(3t+ 1)+ 3= 0

= 4
-7

pa je probodite P 1,8 3 Udaljenost tocke T do pravca p jed-

naka je udaljenosti tocaka T i P, a ta udaljenost iznosi:

S

d(T,P) = 2+ — + 2 7 + 3+§
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Zadatak 38, Odredite kut izmdlu pravcap...X = Y1 = 2.1 i ravnine
p...x y+2z 3=0.

Rje enje:

Slika 2.2.12: Rje enje zadatka 38

Kut izme dl pravca p i ravnine p jednak je kutu izme dlu pravca i

njegove ortogonalne projekcije u tu ravninu. D
Vidimo da je taj kut j%jednak j%= & j, gldje jej = I\ ( q',ln).
g = 3t 2f+ 3kje vektor smjerapravca p,a n = i j + 2Kk
vektor normale ravnine p. Sad je
L1
cos = i.] qinj_ =P 3 2.D+ °
1gn] 9+4+9 1+ 1+4
) j = 16 4643
) \ (p.p%= 731307

Zadatak 39. Odredite pravaq koji prolazi tockomT (3, 2,5, sijece pravac

p...5t= Y1 = z2jparalelan je sravninom ...x y+2z 2= 0.
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Rje enje:

Slika 2.2.13: Rje enje zadatka 39

Tockom T postavimo ravninu p °paralelnu s ravninom p. Kako su
| ravnine palralelnle, imaju isti vektor normale pa je

no='n =i T +2k. Sadje
p%...x 3 (y 2)+2(z 5=0
) p%..x y+2z 11=0.

Odredimo probodite pravca p i ravnine p® Napiimo pravac p u
parametarskom obliku

8

3x=2t+1
|0=By=t+1

cz=t+ 2, t2R

te ga uvrstimo u jednad bu ravnine p?°

20+ 1 (t+ D+ 2(t+2) 11=0

) t= 3

Probodi te Pimakoordinate P 4,20 13 Dakle, vektor smjera pravca
aje

pa jednad ba pravca g glasi
8
3x= 5t+3
a=,y= 3+ 2
“z=2%t+5t2R.



74

analiti cka geometrija

x 1 _—

Zadatak 40. TockomT( 1, 1,0 postavite pravap koji sijece pravag; . . . %=

5 = %= iciji je vektor smjera okomit na vektor smjera prayea . . *3= =
yl_ z
T

Rje enje:

Slika 2.2.14: Rje enje zadatka 40

Postlavimo ravninu p tockom T okomito na pravac pp. Dakle, vektor
smjerd gy pravca p; normala je ravnine p cija jednad ba glasi
p...x+y z= 0. Pronadimo probodite pravca p1iravnine p. Kako

je 8
3x=t+1
= =2t
P1 5 y

z=t 1, t2R,

dobivamo t+ 1+ 2t (t 1)= 0O,izcegajet= 1 paje probodite
|P(0’ | 2, 2). Vektlor smjera pravca p je
. . A . H . _y 1 _
TP="i 3j 2k pajep...5t=Y5= 2.

. . 1 — y+1 _
Zadatak 41. Visina uspravnog sto ca je na pravqu...*= = &= = £,
tockaV (3, 3,2 vrh je sto ca, a tockd (3, 2,0) na obodnoj je kru nici baze
sto ca. Odredite koordinate sredita S osnovice te volumen sto ca.
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Rje enje:

Slika 2.2.15: Rje enje zadatka 41

Postavimo ravninlu tockc%m T (I)komito na pravac p. Dakle, vektor
normale ravnine je' n =" i + 2 + k pa njena jednad ba glasi
p...x+ 2y+ z+ 1= 0. Sad odredimo probodite Spravca piravnine
p. Pravac p zapi emo u parametarskom obliku

8
3x=t+1
= =2t 1
p By
z=1,t2 R,

uvrstimo u jednad bu ravnine te dobivamo t = 0. Koordinate tocke S
glase S(1, 1,0).
Volumen sto ca racunamo

q _
r=d(ST)= (1 3)2+( 1+2)2=p5,
q p_
v=d(SV)= (3 1)2+(3+12+(2 0)2=2 6,
P_
v = 1r2|O _ 10 &p

3 3
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DODATAK : POVE IMO ANALITI CKU I NACRTNU
GEOMETRIJU

Ovaj ud benik prvenstveno je namijenjen studentima Studija arhitek-
ture i urbanizma te Studiju dizajna koji na pocetku svog fakultetskog
obrazovanja slu aju i kolegije nacrtne geometrije. Nerijetko se do-
gadh da studenti ne uocavaju poveznicu izme dlb sadr aja analiticke
geometrije obradkne u prethodnom poglavlju i tog istog sadr aja pro-
matranog ocima nacrtne geometrije. Opeenito, prema nacinu na koji
rje avamo geometrijske probleme, geometriju dijelimo na:

analiticku geometriju (alat: algebra)
diferencijalnu geometriju (alat: diferencijalni racun)
sinteticku geometriju (alat: logicno zakljucivanje i prostorni zor)

nacrtna geometrija (alat: konstruktivno rje avanje metodama
projiciranja).

Podsjecamo da je proucavanje geometrije nu no za razvijanje prostor-
nog zora i razumijevanje racunalnih 3D programa. U ovom dodatku
rije it cemo nekoliko metrickih zadaca metodama ortogonalnog pro-
jiciranja. Te iste zadace obrafene su u prethodnom poglavlju na
algebarski nacin. Dakle, promatramo iste metricke probleme iz dva
razlicita kuta. Pri rje avanju alatima nacrtne geometrije pretpostavlja
se 0snovno znanje ortogonalnog projiciranja. Napominjemo da se u
analitickoj geometriji koristi desni koordinatni sustav, a u nacrtnoj
lijevi koordinatni sustav.

2.a osnovni elementi

U nacrtnoj geometriji uvodeeci bilo koju metodu projiciranja proma-
tramo tri osnovna geometrijska elementa: tocku, pravac, ravnina te
njihove odnose.

2.a.1 Tocka

Kod metode ortogonalnog projiciranja prostornih gura i odnosa
medLl njima, projiciramo okomitim zrakama na tri medusobno oko-
mite ravnine P 1, P, P 3 (vidi sliku 2.A.1a). Koordinatne osi lijevog
koordinatnog sustava su

Pl\ Pz X, Pl\ P3 Y, Pz\ P3 Z.

77
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Tocka T zadana je koordinatama (X, Y, z), gdje x - koordinata pred-
stavlja udaljenost tocke T od ravnine P 3,y - koordinata udaljenost od
ravnine P, i z - koordinata udaljenost tocke T od ravnine P ;. Okomite
projekcije tocke T na ravnine P 1,P »,P 3 s oznakama T2 720190y tlocrt,
nacrt i bokocrt tocke. Ortogonalna projekcija tocke T prikazana je na
slici 2.A.1b.

(a) Koordinatni sustav i prostorni prikaz
tocke T (b) Ortogonalne projekcije tocke T

Slika 2.A.1: Tocka T

2.a.2 Pravac

Pravac p u ortogonalnoj projekciji, kao i u prostoru, odre dkn je dviema
tockama. Naravno, incidencija se cuva u ortogonalnim projekcijama.
Za pravac p u ortogonalnim projekcijama vezuju se dvije bitne tocke,
P: i P,. SP; oznacavamo prvo probodi te pravca, tj. probodi te pravca

p s ravninom P 1, a sP, drugo probodi te pravca, tj. probodi te pravca

p s ravhinom P,. Pravac u prostoru prikazan je na slici 2.A.2a, a
njegova ortogonalna projekcija na 2.A.2b.

(a) Pravac p u prostoru (b) Pravac p u ortogonalnim projekcijama
Slika 2.A.2: Pravac p
2.a.3 Ravnina

Promotrimo opeu ravninu P u prostoru, vidi sliku 2.A.3a. U ortogo-
nalnim projekcijama ravnina je odre dena svojim tragovima, prvim i
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drugim tragom. Prvi trag ravnine je presjecnica ravnine P i tlocrtne
ravnine P 1, a drugi trag ravnine je presjecnica ravnine P i nacrtne
ravnine P ,.

Na slici 2.A.3b prikaz je ravnine u ortogonalnim projekcijama.

(a) Ravnina u prostoru (b) Tragovi ravnine

Slika 2.A.3: Prikaz ravnine

Opis slike 2.A.3b:

1. ry= P\ Py, rqjeprvitrag ravnine P
2. rp= P\ Py, ryjedrugitrag ravnine P
3.1\ ra2 x.

Ravnine okomite na P 1, odnosno, na P, su projicirajuce ravnine i
prikazane su na slikama 2.A.4a i 2.A.4b.

(a) Prva projicirajuea ravnina (b) Druga projicirajuca ravnina

Slika 2.A.4: Projicirajuee ravnine

Tocka le i na pravcu ako i samo ako projekcije tocke le e na odgovarajueim
projekcijama pravca.
Pravac le i u ravnini ako i samo ako probodi ta pravca le e na istoimenim
tragovima te ravnine, tj. P2 r1i P> 2 r».
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(b) Pravac u ravnini - ortogonalne
(a) Pravac u ravnini projekcije

Slika 2.A.5: Pravac u ravnini

Horizontalni i frontalni pravci u ravnini primjer su pravaca rav-
nine u posebnom polo aju:

(a) Horizontalni pravac u ravnini - (b) Frontalni pravac u ravnini -
ortogonalna projekcija ortogonalna projekcija

Slika 2.A.6: Horizontalni i frontalni pravci u ravnini

2.a.4 Presjecnica dviju ravnina

Zajednicki pravac dviju ravnina zove se presjecnicaavnina.
Pravac ce biti presjecnica dviju ravnina ako i samo ako probodi ta
pravca le e na tragovima tih ravnina, vidi sliku  2.A.7a.
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(b) Presjecnica dviju ravnina - ortogonalne
(a) Presjecnica dviju ravnina projekcije

Slika 2.A.7: Presjecnica dviju ravnina

Za prikaz presjecnice u ortogonalnoj projekciji (slika 2.A.7b) vrijedi:

1. P]_ZF]_,P]_ZSQ_) P, = r]_\ S]_A PfOZX

2. P22r2,P2252) P, = r2\ SQA PSZX

3. p2= PP pPO= PP,

2.a.5 Probodite pravca i ravnine

Zajednicka tocka ravnine P i pravca p zove se probodite pravca i
ravnine.

Da bismo nali p\ P = N iu prostornom prikazu (slika 2.A.8a)iu
ortogonalnim projekcijama (slika 2.A.8b), radimo isti postupak:

1. Pravcem p postavljamo pomoenu ravninu D, u slucaju ortogo-
nalnog projiciranja ravninu D biramo okomitu na P ili P».

2. Odredimo presjecnicu g pomoene ravnine D i polazne ravnine P.
3. Sjecite pravca p i presjecnice g je tra eno probodite N.
U ortogonalnim projekcijama to se svodi na sljedece:
1. p D(dy,dy), npr.D(dy,d2)?P2) do  p®%d;? x
2. D(dy,d) \ P(ry,r2) = g, 00 dp, ¢® Q1Q9

3. p\ g=N) po g®= NONOO2 poo
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(b) Probodi te pravca i ravnine -
(a) Probodi te pravca i ravnine ortogonalne projekcije

Slika 2.A.8: Probodi te pravca i ravnine

2.a.6 Pravac okomit na ravninu

Pravac n okomit je na ravninu P ako je okomit na barem dva, a onda i
na sve pravce te ravnine (slika 2.A.9a).

Pravac n nazivamo okomiconili normalom U ortogonalnim projekci-
jama (slika 2.A.9b) vrijedi

n? P(ry,r) ) n®r A n%r,.

(b) Pravac okomit na ravninu -
(a) Pravac okomit na ravninu ortogonalne projekcije

Slika 2.A.9: Pravac okomit na ravninu
2.b metri cki zadatci

2.b.1 Udaljenost dviju tocaka

Vidi Poglavlje 1.7, sliku 1.7.2.

Ako traimo prostornu udaljenost dviju tocaka A i B (slika 2.B.1a)
tada u ortogonalnim projekcijama rotiramo trapez  ABB°A%oko AB°u
P, ili trapez ABB°A\%0ko A°BO% ravninu P, (slika 2.B.1b).
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(a) Udaljenost dviju tocaka (b) Prava velicina udaljenosti dviju tocaka

Slika 2.B.1: Udaljenost dviju tocaka

2.b.2 Udaljenost tocke od ravnine

Vidi Zadatak 35, sliku 2.2.9.
Odredite udaljenost tocke T od ravnine P, T 2 P.

(b) Udaljenost tocke od ravnine -
(a) Udaljenost tocke od ravnine ortogonalne projekcije

Slika 2.B.2: Udaljenost tocke od ravnine

Prostorno rje enje:

1. T2n,n? P(vidi 2A.6 Pravac okomit na ravninu)
2. n\ P= N (vidi 2.A.5 Probodi te pravca i ravnine)
3. d(T,N) (vidi 2.B.1 Udaljenost dviju tocaka).

Svaki od ovih koraka rije en je u prethodnim promatranjima. Prikaz
takvog rje enja u ortogonalnim projekcijama dan je na slici 2.B.2b.

2.b.3 Udaljenost tocke od pravca

Vidi zadatak 37i sliku 2.2.11.

Odredite udaljenost tocke od pravca, T 2 p.

Kod prostornog rje enja spustimo normalu iz tocke T na pravac p.
Takvo rje enje nije moguee u ortogonalnim projekcijama osim u speci-
jalnim slucajevima. Stoga radimo sljedece:
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1. T2S,S?p
2.p\S=P
3. d(T,p) = d(T,P).
Kako postaviti tockom T ravninu S okomito na pravac p?

1. a) T2 hhk P h 2 S(Sl,SQ) ) TO 2 hO, h07 pO/\ T002
hP%h0% x (vidi sliku 2.A.6a)

b) HY= hO\ x~ HY%2 hoO
c) HY2 7 57 p%2 p°
2. p\ S(s1,s2) = P (vidi 2.A.5 Probodite pravca i ravnine)

3. d(T,p) = d(T,P) (vidi 2.B.1 Udaljenost dviju tocaka).

(b) Udaljenost tocke od pravca -
(a) Udaljenost tocke od pravca ortogonalne projekcije

Slika 2.B.3: Udaljenost tocke od pravca

Studentima prepu tamo da prona dl jo poveznica.
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De nicija 7: Funkcija ili preslikavanje uredena je trojka (D, K, f) koja
sadri skup D koji nazivamo podrucje de nicije ili domena funkcije,
skup K koji nazivamo podrucje vrijednosti ili kodomena funkcije
i neko pravilo f: D ! K po kojem se svakom x 2 D pridru uje

jedinstveni y 2 K takav da je y = f(x).

De nicija 8: Slika funkcije je skup
R(f)= ff(x):x2 Dg K.
De nicija 9: Skup

qf)= f(x,f(x)) :x2 Dg

nazivamo graf funkcije f.

De nicija 10: Za funkciju f: D! K kaemo da je surjekcija ako za
svaki y 2 K postoji barem jedan x 2 D takav da je f(x) = y. Drugim
rijecima, funkcija f je surjekcija ako je slika funkcije jednaka kodomeni.
Zafunkciju f: D! K kaemo da je injekcija ako vrijedi sljedece:

zasve X1, X22 D, X1 6 x2) f(x1) 6 f(x2).

Zafunkciju f: D! Kkaemo daje bijekcija ako je funkcija surjekcija
i injekcija.

De nicija 11: Nekasu f: A! Big:C! D dvije funkcije. Ako je
R(f) C, tada je jedinstveno odredkena funkcija h: A! D takva da
jeh(x) = g(f(x)) =(g f)(x) koju nazivamo kompozicija funkcija
fig.

Denicija 12 Nekasu f: D! Kig:K! D funkcije. Kaemodaije g
inverzna funkcija funkcije f ako vrijedi

(g f)(x)= x, zasvaki x2 D,

(f o)(y)=y, zasvaki y2 K.

Inverznu funkciju oznacavamos g= f 1.

Inverzna funkcija postoji samo za bijektivne funkcije. Graf inverzne
funkcije f ! simetrican je grafu funkcije f obzirom na pravac y = x.
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De nicija 13: Nekaje Dg Dyig(x) = f(x) zasvakix 2 Dg. Funkciju
g nazivamo restrikcija ili su enje funkcije f (oznaka g = fjp,), a
funkciju f ekstenzija ili pro irenje funkcije g.

Mi ovdje proucavamo funkcije u kojimasu D RiK R,tj. kod
kojih su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva.

De nicija 14: Funkciju f nazivamo periodicnom ako postoji realan
pozitivan broj P takav da vrijedi

f(x+ P)= f(x), 8x2D.

Broj P nazivamo period funkcije f.
De nicija 15. Neka je D R takav da vrijedi

x2 D) x2 D,

tj. D je simetrican skup s obzirom na ishodi te.
Kaemodaje f: D! R parna funkcija ako vrijedi

f( x)= f(x), 8x2D.
Kaemodaje f: D! R neparna funkcija ako vrijedi

f( x)= f(x), 8x2D.

De nicija 16: Ka emo da funkcija f raste (strogo raste) na podrucju
S Dakoje

f(x1)  f(x2) (f(x1) < f(x2))

zasveXi, X2 2 S, X1 < Xo.
Ka emo da funkcija f pada (strogo pada) na podrucju S D ako je

f(x)  f(x2) (f(x1) > f(x2))

zasvexy, X2 2 S, X1 < Xo.
Osnovne elementarne funkcije su:

polinomi

racionalne funkcije
eksponencijalne funkcije
logaritamske funkcije
opea potencija
trigonometrijske funkcije

ciklometrijske funkcije.
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Elementarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz osnovnih
elemenarnih funkcija pomoeu konacnog broja aritmetickih operacija i
konacnog broja njihovih kompozicija.

POLINOMI

Polinom n-tog stupnja je funkcija p: R ! R oblika
p(x) = an X"+ ay, 1x" '+ + ax+ @, @, a,...,@ 2 R,a 6 0.

Realne brojeveay, &, ...,a, nazivamo koe cijentima polinoma. Za
n = 0 dobivamo konstantu p(x) = &, zan = 1 linearnu funkciju
p(x) = ayx+ ag, azan = 2kvadratnu funkciju p(x) = ax?+ a;x + ao.

Konstantna funkcija je funkcija f: R! R oblika
f(xX)= ¢, c2R.
Primijetimo da je konstantna funkcija polinom stupnja O.
Primjer 6. Na slici 3.0.1 prikazan je graf konstante

f(x) = 2.

Slika 3.0.1: Graf konstantne funkcije

Linearna funkcija je funkcija f: R! R oblika
f(x)= kx+1, k60, I2R.

Primijetimo da je linearna funkcija polinom stupnja 1. Graf linearne
funkcije je pravac y = f(x). Broj k naziva se koe cijent smjera, a
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predstavlja tangens kuta a kojeg pravac zatvara s pozitivnim dijelom
osi x. Ako je k> 0 funkcija raste, a ako je k < 0 funkcija pada. Broj |
je odsjecak pravca na osiy. Nultocka linearne funkcije je broj x za koji
je f(x) = 0.

Primjer 7. Na slici 3.0.2 prikazan je graf linearne funkcije

f(x) = %x+ 2.

Slika 3.0.2: Graf linearne funkcije

Kvadratna funkcija je funkcija f: R! R oblika
f(x)= &+ bx+c, a6 0, b c2R.

Primijetimo da je kvadratna funkcija polinom stupnja 2. Graf kva-
dratne funkcije je parabola y = f(x). Kvadratnu funkciju mo emo
zapisati u sljedeecem faktoriziranom obliku:

f(x)= ad+ bx+c=a(x x)(x xp),

gdje su Xy, X2 nultocke kvadratne funkcije. Nultocke kvadratne funk-
cije rje enja su jednad be f(x) = 0iracunamo ih po formuli:

_ b pb2 4ac
X1’2— 2a .

Koordinate tiemena T(xt,yTt) parabole y = f(x) racunamo po formu-

lama
b dac b2

XT= —,y7= .
T 2ayT 4a
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Zarje enja X1 i X2 kvadratne jednad be vrijede i Vitteove formule
X1+ Xog= -,
1t X2 a

X1Xp = ¢
X2 = =
Primjer 8. Na slici 3.0.3 prikazan je graf kvadratne funkcije

f(x)= 2x2 3x 1.

Slika 3.0.3: Graf kvadratne funkcije
RACIONALNE FUNKCIJE

Funkcija f oblika f(x) = % g(x) 6 0, gdje su p(x) i g(x) po-
linomi, naziva se racionalna funkcija . Ako je stupanj brojnika manji
od stupnja nazivnika, onda ka emo da je to prava racionalna funk-

cija.
EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Funkciju f: R'! R™ oblika f(x) = &, a> 0,a6 1 zovemo eks-
ponencijalna funkcija s bazom a .
Eksponencijalna funkcija ima sljedeea svojstva:

a1gX2 = axl+ X2

a1

= g1 X2
axz
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=1
za a> 1 funkcija je strogo rastuca
za 0 < a< 1 funkcija je strogo padajuca.

Primjer 9. Na slici 3.0.4 prikazani su grafovi eksponencijalnih funkcija

f(x)= 2¢if(x)= 7.

Slika 3.0.4: Graf eksponencijalne funkcije
LOGARITAMSKE FUNKCIJE

Logaritamska funkcija s bazoma , f: R* | R,

f(x) = logx, a> 0,a6 1, inverzna je funkcija eksponencijalne funk-
cije g(x) = a-.

Logaritamska funkcija ima sljedeca svojstva:

log ,(x1x2) = log X1 + log x>
X1 _
log ay, = logx1 logx2
2
log , 1=10
log x" = nlogx
-1
log X = ;logx

log,x

log x =
9a log,a

za a> 1 funkcija je strogo rastuca

za 0 < a< 1 funkcija je strogo padajuca.
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Logaritam s bazom a= e gdje je e matematicka konstanta aproksi-
mativnog iznosa e= 2.71828 nazivamo prirodni logaritam i oznaca-
vamo ga s f(x) = In x. Logaritam s bazom a= 10nazivamo dekadski
logaritam i oznacavamo ga s f(x) = logx.

Primjer 10. Na slici 3.0.5 prikazani su grafovi logaritamskih funkcija
f(x) = log,xi f(x) = Iog%x :

Slika 3.0.5: Graf logaritamske funkcije
OPCA POTENCIJA

Funkciju f: R* ! R™ oblika
f(x) = x¢=(d™)¢= "X x> 0,c2 R nazivamo opea potencija.
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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Slika 3.0.6: Trigonometrijska kru nica

Promotrimo kru nicu sa sredi tem u ishodi tu radijusa 1. Neka je
pravac p tangenta na kru nicu u tocki A(1,0). Namatanjem brojevnog
pravca p na kru nicu k(O, 1) de nirano je preslikavanje koje svakom
realnom broju t 2 p pridrui tocku E(t) 2 k(O, 1), gdje je pocetak
u tocki A(1,0) i kreece se u pozitivnom smjeru. Ovo preslikavanje
nazivamo eksponencijalno preslikavanje . U svaku tocku kru nice
preslika se beskonacno mnogo tocaka brojevnog pravca jer vrijedi

E(t) = E(t+ 2kp), k2 Z.

Funkcija kosinus de nirana je kao apscisa, a funkcija sinus kao
ordinata tocke E(t) na brojevnoj kru nici.
Funkcija tangens de nirana je kao omjer funkcija sinus i kosinus nekog
kuta, tj.

sinx
XxX= ——, cox6 0.
COSX

Dakle, tangens mo emo promatrati kao nagib pravca koji zatvara taj
kut s pozitivnim dijelom osi  x.

Funkcija kotangens de nirana je kao omjer funkcija kosinus i sinus
nekog kuta, tj.

COSX .
ctgx = ——, sinx 6 0.
sinx

Na sljedecim slikama prikazani su grafovi trigonometrijskih funkcija
sinus, kosinus, tangens i kotangens.
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Funkcijasin: R! [ 1,1]:

Slika 3.0.7: Graf funkcije sinus
Funkcija sinus ima sljedeca svojstva:
sin ( x) = sinx, 8x (funkcija je neparna)
sin (x+ 2p) = sinx, 8x (funkcija je periodicna).

Funkcijacos:R! [ 1,1]:

Slika 3.0.8: Graf funkcije kosinus

Funkcija kosinus ima sljedeca svojstva:

cos( x) = cosx, 8x (funkcija je parna)
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cos (x+ 2p) = cosx, 8x (funkcija je periodicna).

Funkcijatg: Rnf5 + kp,k2 Zg! R:

Slika 3.0.9: Graf funkcije tangens

Funkcija tangens ima sljedeca svojstva:

tg ( x)= tgx, 8x (funkcija je neparna)

tg (x+ p) = tgx, 8x (funkcija je periodicna).

Funkcijactg: Rnfkp : k2 Zg! R:
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Slika 3.0.10: Graf funkcije kotangens

Funkcija kotangens ima sljedeca svojstva:

ctg ( x)= ctgx, 8x (funkcija je neparna)

ctg (x+ p) = ctgx, 8x (funkcija je periodicna).

Trigonometrijski identiteti

Cesto eemo u racunskim operacijama s trigonometrijskim funkcijama

koristiti tzv. trigonometrijske identitete.
Osnovni su trigonometrijski identiteti

sin®x + cosx = 1
sinx
tgx = ——, cox 6 0
COSX

COSX .
ctgx = ——, sinx6 0
sinx

. tgx = ot

Formule redukcije za sinus i kosinus funkciju su
sin(p + x) = sinx
sin(p  Xx) = sinx
cos(p + X) = cosx
cos(p X)= cOX

sin(% + X) = cosx
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sin(% X) = cosx
p _ .
cos(E + X) = sinx
p .
cos(E X) = sinx.
Trigonometrijske funkcije zbroja i razlike su
sin(x y) = sinxcosy cosxsiny

cog(X y)= cosxcosy sinxsiny
tgx tgy

1 tgxtgy’
Trigonometrijske funkcije dvostrukog kuta su

tg(x y)=

Sin2X = 2SiNXCoSsX

cosX = cos?X  sin®x

2t
tg2x = gx2
1 tg<x
2
ctg2x = M
2ctgx

Trigonometrijske funkcije polovicnog kuta su

sinX = 1 cosx
2 2
r
cos§ _ 1+ cosx
2 2

Transformacija umno ka u zbroj je
. 1 . .
sinxcosy = E[S|n(x+ y) + sin(x y)]
. 1 . .
cosxsiny = E[sm(x+ y) sin(x y)]
COSXCOSy = %[cos(x+ y)+ cos(x y)]

sinxsiny = %[cos(x y) cos(x+ y)].

Transformacija zbroja u umno ak je

Xty X ¥

inx + siny = 2sin

sinx + siny si > cos >
. . X+y . X y
sinx siny = ZCOSTSIH 5

Xty X 'y
COSX + COSy = 2C0S————C0S———

2 2
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COSX COsy = 2sin

X+y . X vy
5> sin—

CIKLOMETRIJSKE FUNKCIJE

Ciklometrijske funkcije su inverzne funkcije restrikcija trigonome-
trijskih funkcija.

Funkcija sinus je surjekcija, ali nije injekcija. Zato radimo restrikciju
funkcije sinus na neki interval kako bi postala injekcija, ali tako der da
ostane surjekcija. Tako dobivamo funkciju

h

[
L o pop
Sin= sinj[ 5 51" 5 [ 1,7
koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
h [
in= Sin 1: | B B
arcsin= Sin ~:[ 1,1! > 2

koju nazivamo arkus sinus .

Slika 3.0.11: Graf funkcije arkus sinus

Sad napravimo restrikciju funkcije kosinus na interval [0,p] kako
bi postala injekcija, ali tako der da ostane surjekcija. Tako dobivamo
funkciju

Cos= cogppy:[O,p]! [ L1
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koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju

arccos= Cos ':[ 1,1! [0,p]

koju nazivamo arkus kosinus .

Slika 3.0.12: Graf funkcije arkus kosinus

Napravimo restrikciju funkcije tangens na interval
5,5 . Tako dobivamo funkciju

D E
T N
koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
D E
= 1. | B B
arctg=Tg “:R! 2

koju nazivamo arkus tangens.



elementarne funkcije 99

Slika 3.0.13; Graf funkcije arkus tangens
Napravimo restrikciju funkcije kotangens na interval
< 0,p >. Tako dobivamo funkciju
Ctg = ctgjippi - O,pi ! R
koja je bijekcija pa ima inverznu funkciju
arcctg= Ctg 1:R! H0,pi

koju nazivamo arkus kotangens .

Slika 3.0.14: Graf funkcije arkus kotangens
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ZADATCI ZA VJE BU

1. Skicirajte grafove funkcija:
@ f(x)= 3x 3

Rje enje:

Slika 3.0.15; Graf funkcije f(x)= 3x 3

(b) f(x)= x>+ x 12.

Rje enje:

Slika 3.0.16: Graf funkcije f(x) = x2+ x 12

2. Pronadite kvadratnu funkciju zadanu grafom.
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Slika 3.0.17: Graf kvadratne funkcije

Rjeenje: f(x)= 2x%+ 5.
3. Rijeijednad be:

p_

(@) sin2x = -2
Rjeenje: x= B+ kp, k2 2Z

p_

(b) cosx = =°

Rjeenje: x= &+ 2kp, k2 Z.

4. Rijeijednad be:

@ Inx+1=0
Rjeenje: x=¢e !
(b) & =1

Rje enje: x = 0.

5. Dokai sljedece trigonometrijske identitete:

COS4X COSX —
(a) sinxsin3x 2

cos(+x) +cos(§ x) _
®) cos(3+x) cos(z )

(c) 1.8%% = 2sinx.

ctgx
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LIMESI

Granicna vrijednost ili limes funkcije koristi se kako bismo opisali
pona anje funkcije kad se njen argument pribli ava nekoj tocki ili kad
argument postaje proizvoljno velik, tj. raste u beskonacnost. Granicne
vrijednosti eemo u nastavku ovog poglavlja i u idueem poglavlju
koristiti kako bismo de nirali neprekidnost i derivaciju funkcije.

De nicija 17: Nekajee> 0ia2 R. Otvoreni interval
< a ea+ e> zovemo okolina tocke a

Slika 4.0.1: Okolina tocke a

De nicija 18 Cauchyjeva de nicija limesa

Neka je dana funkcija f: D¢f! R, D; R. Zarealan broj| kaemo
da je limes funkcije f utocki a2 R ako za svaki e > 0 postoji d> 0
takav da je ha d,a+ dinfag Dfidaiz x2 ha da+ d slijedi
f(x)2H el+ei.

Slika 4.0.2: Limes funkcije f u tocki a.
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limesi

Dakle, ako postoji realan broj | takav da funkcijske vrijednosti f(x)
te e prema tocki | kad nezavisna varijabla x te i prema tocki a, onda
ka emo da je tocka | limes funkcije f utocki ai pi emo

lim £(x) = 1.

Iz gornje de nicije vidimo da je za pojam limesa funkcije f utocki a
potrebno da funkcija bude de nirana na nekoj okolini tocke a, ali ne
nunoiutocki a

Takoder mo emo zakljuciti da ako i postoji funkcijska vrijednost u
tocki a, ona se ne mora poklapati s limesom funkcije u tocki a, to je
prikazano na slici 4.0.3.

Slika 4.0.3: Vrijednost funkcije f u tocki a nije jednaka limesu funkcije f u
tocki a

De nicija 19 Neka je a 2 Ds. Ako postoji limy 5f(x) i ako je
limy af(x) = f(a), onda kaemo da je funkcija f neprekidna u
tocki a Ka emo da je funkcija f neprekidna na skupu S Dy ako
je neprekidna u svakoj tocki x 2 S.

Mo emo zakljuciti da funkcija sa slike 4.0.3 nije neprekidna u tocki a.

Nezavisna varijabla x mo e te iti tocki aslijeva i zdesna i ti limesi

ne moraju biti jednaki.
Vrijednost | je limes s lijeva funkcije f u tocki a odnosno

lim £(x) = |



limesi

ako za svaki e > 0 postoji d> Otakavdaiz x2 Df\ha d a slijedi
if(x) lj<e
Slicno, vrijednost | je limes s desna funkcije f u tocki a, odnosno

lim f(x)=1

x! a*
ako za svaki e > 0 postoji d> Otakavdaiz x2 Df\haa+ di slijedi
if(x) Ilj<e
Primjer 11. Nacrtajmo graf funkcije f zadane s

X2 2,x< 1,
X, x> 1.

f(x) =

Slika 4.0.4: Limes funkcije u tocki

Vidimo da gornja funkcija nema limes u tocki 1 jer ako se tocki 1
pribli avamo s lijeve strane, funkcijske vrijednosti te e prema 1 a
ako se pribli avamo s desne strane, funkcijske vrijednosti te e prema 1.

Kod racunanja limesa funkcija koristimo osnovna svojstva limesa
koja eemo sad navesti. Neka funkcije f i g imaju limese u tocki Xo.
Tada vrijedi:

Lolimy x(f  9)(x) = limy x, f(X) limy x, 9(X)
2. limy x,(f 9)(x) = limy x, f(X) limy x, 9(X)

limxt x, f(x) limy x, 9(x) 6 0

. f =
3. Ilmxl Xo 6 (X)_ W’

4. limy x, )9 = (limy x, F(x)) ™t %0900,

Posebno vrijedi lim x1 x,(cf(x)) = climy x, f(X).
U nastavku eemo bez dokaza navesti nekoliko osnovnih limesa
funkcija koje eemo koristiti kod racunanja limesa ostalih funkcija:
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L limy oS =1
2. limy o(1+ x); = e

3. Iimx! 0M= 1

. X
4. limy 0% = Ina

& 1

5 limy o "

Kod racunanja limesa mogu se pojaviti neodredeni oblici g, i—

0 ¥,¥ ¥,00 1%, ¥9 sSviti oblici transformacijama se svode
na jedan od oblika 3 i ¥ kod kojih mo emo koristiti  L'Hospitalovo
pravilo . Njega eemo uvesti kao jednu od primjena diferencijalnog

racuna. Do tad eemo se koristiti drugim tehnikama racunanja limesa.

Zadatak 42. Izracunajte limese:

1.
lim x2+ 4x 21
xl 3 x3 3x2
Rjesenje:
lim X2+ 4x 21 - X2+ 7x 3x 21
x'3 x3 32  x3  x2(x 3)
X(x+7) 3x+7) _ . (x 3J(x+7) _ 10
x| 3 X2(x  3) X3 X2(x 3) 9
2.
| 4 X2
xI'23 X2+ 5
RjeSenje:
| 4 x> X2 3+ x2+5
N'%3 T2+ 5 x23 "x2+5 3+ X2+5
(4 x?) 3+ x2+5
=i
X 9 (x2+5)
(4 x®) 3+ x2+5
B Llimzp 4 X2
= 3+ 4+ 5=
3.
1 cosx
im ————
xI 0 3xsinX
RjeSenje:
Cim Locosx sin?x+ cosx  (cogx  sin?x)
T xl 0 3xsinx  xl 0 3x sin x
2sin?x _ 2

im lim Sin x
x! 03xsinx 3x1 0 X

00_\ N



limesi

lim tg4x
xI 0 X
RjeSenje:
im tg4x: im sin4x — Iim M
x' 0 X xI 0XCcos4dx  x! 04xcos4x
= afim SN L -
xI 0 4X x! 0cos4x
im tgx sinx
x 0 x3
RjeSenje:
im 9% sinx _ Sosx  SINX _ iim SINX__sinxcosx
x 0 x3 x 0 x3 x 0 x3 cosx
_ sinx(1 cosx) . sinx . 1 cosx
xI 0 x3 cosx xI 0 X xI 0 X2coSX
_ 2sin®% _ 2sin’y 1. sinf¥ 1

+
im In(5x + 1)
x!' 0
RjeSenje:
+ +
im In(5x + 1) — 5lim In(5x + 1) _5
x!' 0 X x! 0 5x
lim(1+ 3x)g
x!' 0
RjeSenje:
. 2 . 6 . 1 6
lim(1+ 3x)%x = lim(1+ 3x)® = lim(1+ 3x)% = é.
x!I' 0 x!' 0 x! 0
e e
lim
x' o X
RjeSenje:
Cooée e 1) . 3e(e* 1)
= lim = lim —=Ilm ———
xl 0 X x! 0 X x! 0 3X
X
= lim 3¢€* lim e 1. 3
x! 0 xt o 3X

im ——= = lm ———=—= - lim im =
xl 0x2cosx  xI 04(3)2cosx  2x! 0 (5)? xI 0cosx

1

>

107






DERIVACIJE

Derivacija funkcije zajedno s integralnim racunom cini osnovu in ni-
tezimalnog racuna koji ima iroku primjenu u znanosti i in enjerstvu.
Povijesno su dva po prirodi razlicita problema bila glavna motivacija
za razvoj diferencijalnog racuna. Jedan od njih je zicki problem
de niranja pojma brzine. Drugi problem je geometrijske naravi, a
odnosi se na pitanje postojanja jedinstvene tangente u nekoj tocki grafa
funkcije f.

Derivacija opisuje brzinu promjene funkcije u odnosu na promjenu
argumenta funkcije.

5.1 definicija derivacije

Slika 5.1.1: De nicija derivacije

Oznacimo tocke To(Xo, f(Xg)) i T(Xxo + DX, f(Xxo+ Dx)) na grafu funk-
cije f. Prisjetimo se da je koe cijent smjera pravca jednak tangensu
kuta koji pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi  x. Pravacs kroz tocke
To i T nazivamo sekantom grafa funkcije f. Vidimo da je koe cijent
smjera sekante

_ _ Df _ f(xo+ Dx) f(xo)
k= tga= Dx Dx .
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Kad Dx ! O, tocka T se po grafu funkcije "giba" do tocke Ty i sekanta
s prelazi u pravac t kojeg nazivamo tangentom na graf funkcije f u
tocki Xq. Dakle, ako postoji lim py1 g, on €e nam dati koe cijent smjera
tangente funkcije f u tocki xo. Taj limes nazivamo derivacija funkcije

f utocki Xg i de niramo ga kao

_ .. Df . f(xo+ Dx) f(xo)
o) = E!!(r!noa - E!!(r!no Dx ’

Ka emo da je funkcija f derivabilna u tocki xg ako postoji limes
lim pyi OW- Funkcija f je derivabilna na intervalu ha,bi
ako je derivabilna u svakoj tocki tog intervala. Za funkciju f ka emo
da je derivabilna ako je derivabilna na cijelom podrucju de nicije.

Kao to smo vee rekli,
k=tga= f{xq).
Dakle, jednad ba tangente na graf funkcije f utocki xg je

t...y f(xo0)= f{x)(X Xo).

Oznacimo s D? skup svih tocaka domene D funkcije f u kojima
postoji derivacija fqxq). Funkciju

x 7! fx), x 2 D?

nazivamo derivacija funkcije f.

Dakle, derivacija funkcije u tocki realan je broj, a derivacija funk-
cije je nova funkcija koja ee svakoj tocki domene pridru iti koe cijent
smjera tangente u toj tocki.

Derivabilnu funkciju  f kojoj je derivacija f®neprekidna funkcija nazi-
vamo neprekidno derivabilna ili glatka funkcija

Zadatak 43. Odredite jednad bu tangente na graf funkcijéx) = %xz 1
u tocki Xg = 3 koristeei se de nicijom derivacije funkcije.

Rje enje: Dakle, moramo odrediti tangentu kvadratne funkcije
f(x) = $x2 1 udanojtocki To.
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Slika 5.1.2: Zadani elementi zadatka 43
Najprije odredimo koordinatu yq tocke To:

_ _ 1 » o _7
Yo= f(39)= 5 ¥ 1=2.

Sad odredimo koe cijent smjera tangente u tocki Ty koristeei se de ni-

cijom derivacije:

f(3+ Dx) f(3)

k=143 = [lim_ Dx
1 2 1 42
=(3+ Dx 1 s 3 1
= lim 2( )
Dx! 0 Dx
3Dx + 1Dx2 Dx(3+ iDx
= lim - 27" - lim g =3
Dx! 0 Dx Dx! 0 Dx

Ako funkciju f ipravac t prika emo gracki, mo emo se uvjeriti da je
t tangenta na graf u tocki Tj.
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Slika 5.1.3: Rje enje zadatka 43

Zadatak 44. Korglsteu se de nicijom derivacije funkcije odredi derivaciju
funkcije f(x) =

Rje enje:
. f(x+ Dx) f(x)
fAx) = lim
0() Dx! 0 Dx D
. X + DX X
= |im
Dx! 0 Dx
—— p_ P—— P_
. X + Dx X X+ Dx+ X
= lim p p—
Dx! 0 Dx X+ Dx+ X
——2 P
. X + Dx X
= lim P
Dxl Opx " x+ Dx+ X
= lim Dx - g
DX 0px " x+Dx+"x 2 X

Zadatak 45. Koristeei se de nicijom derivacije funkcije odredi derivaciju
funkcije f(x) = sinx.
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Rje enje:
) f(x + Dx f(x
fAx) = lim ( ) ()
Dx! 0 Dx
sin(x X sinx
- n(x+ D n
Dx! 0 Dx
A X+ DX X X+ DX+ X
- im 2sin > — COS™—;
Dx! 0 Dx
2sin2X cos2X* Bx
= lim 2 - 2 = cosx.
Dx! 0 27

Zadatak 46. Odredite jednad bu tangente na graf funkcif¢x) = x? u
tocki xo = 2 koristeei se de nicijom derivacije funkcije.
Rjeenje: y= 4x 4.
Zadatak 47. Koristeei se de nicijom derivacije odredite derivacije sljedecih
funkcija:
1. f(x)= x°
Rje enje: fYx) = 3x2
2. f(x) = cosx
Rje enje: f{x)= sinx

3. f(x) = tgx
Rje enje: fdx)= 5.

5.2 derivacije elementarnih funkcija i pravila derivira -
nja

Koristeei de niciju derivacije funkcije, mogu se izvesti sve derivacije
elementarnih funkcija. Mi eemo navesti dobivene rezultate za one
funkcije koje eemo koristiti:

=0

(Xn)0: nX(n 1)
(cosx)=  sinx
(sinx)°= cosx

(ctgx)°=

sin®x

0_
(tgx)"= cosX
()%= alna
(€)°= ¢

1
0_
(logx)"= xIna

(Inx)%=

X | =
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Koristeei de niciju derivacije tako der izvodimo pravila za derivaciju
zbroja, umno ka i kvocijenta funkcija te pravilo za derivaciju slo ene
funkcije. Ovdje eemo ih sve navesti, a neke od njih i dokazati:
(f 910= 1 g10
(f 999 =19 g+ f(x) g%x)
0] 19099(x)  f)g¥x)
9 (9(x))*
(f(900)°= 1%g(x)) g%x).
Doka imo npr. pravilo za derivaciju umno ka:
(f 9%
i OO+ DY (F 9)(x)
Dx! 0 Dx
im X+ Dx) g(x+ Dx)  f(x) g(x)
Dx! 0 Dx
im [+ D)g(x+ Dx)  f(x)g(x) + f(x)g(x+ Dx) f(x)g(x+ Dx)
Dx! 0 Dx
i O+ DY) 09T g(x+ DX)+ £(x) [g(x+ Dx) g(x)]
Dx! 0 Dx
. [f(x+ Dx)  f(x)] . [9(x+ Dx) g(x)]
om0 DX g0x+ Dx)+ lim (%) DX

= f0)g9(x) + f(x)g4x).

Ako stavimo da je f(x) = c¢,c2 R, dobivamo

(c 9%x)
= gx)+ ¢ gqx)
0 g(x)+ ¢ g¥x)
c g4x)

Zadatak 48. Koristeei se tablicnim derivacijama elementarnih funkcija i
pravilima deriviranja, odredite derivacije sljedeeih funkcija:

1. f(x) = sinx+ x°

2. f(x) = x3tgx

3. f(x) = 5Inx

4. f(x)= X

5. f(x)=(2+ x)?
6. f(x)=(2+ x)16
7. f(x) = sin(5x)



5.2 derivacije elementarnih funkcija i pravila deriviranja

8. f(x) = In(Inx+ 5)

9. f(x) = ctg X

Rje enje:

1. Koristimo pravilo za derivaciju zbroja dviju funkcija:
fAx) = cosx+ 5x*.

2. Koristimo pravilo za derivaciju umno ka dviju funkcija:

3

— (3 3 0— 2,2 X
f9Ux) = ( x®)4gx + x3(tgx)%= 3x’tgx + ——t
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3. Koristimo pravilo za derivaciju umno ka konstante i funkcije:

_ _ 5
f9x) = 5(Inx)°= o

4. Koristimo pravilo za derivaciju kvocijenta dviju funkcija:

_ (sinx)%?  sinx(x?)° _ xcosx  2sinx
fx) = ) = ve .

5. Zapiimo funkciju f u obliku:
f(x) = 4+ 4x + X2
Sad koristimo pravilo za derivaciju zbroja:

fAx) = 0+ 4+ 2x = 4+ 2x.

6. Sad koristimo pravilo za derivaciju slo ene funkcije:

9 o4 x (2+ x)1

P
Dakle, g(x) = 2+ x, a f(x) = x'8. Sad je

fAx) = 16(2+ x)15(2+ x)°= 16(2+ x)*°.

7. Sad koristimo pravilo za derivaciju slo ene funkcije:

953 ' sin(5x).

X
Dakle, g(x) = 5x, a f(x) = sinx. Sad je

fAx) = cos(5x)(5x)°= 5cog5x).
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8. Sad koristimo pravilo za derivaciju slo ene funkcije:

g

® % inx+8 " In(inx+ 5).

Dakle, g(x) = Inx+ 5,af(x) = Inx. Sad je

1
Inx+ 5

1

(Inx + 5)0= X(Inx+ 5)°

f9x) =

1 1
Inx+ 5 X
9. Sad koristimo pravilo za derivaciju slo ene funkcije i pravilo za

derivaciju kvocijenta:

g 1+x|fC 1+ x
1 X g1 X

Dakle, g(x) = X a f(x) = ctgx. Sad je

X!

1 1+ x °
0 = sin? Bx 1 x
B 1 11 x) ( L(1+x)
 sin? Lx (1 x)?
_ 1 1 x+1+X
 sin? X (1 x)?
2

2ain2 1tx
(1 x)%sin® 1~

Zadatak 49. Koristeci se tablicom derivacija elementarnih funkcija i pravi-
lima deriviranja, odredi derivacije sljedecih funkcija:

1 f(x)= 25
Rje enje: fqx) = %1
2. f(x) = x* ctgx
Rje enje: fYx) = 7)(3(2;:22? X)

3. f(x)=(3x+2)3
Rje enje: fYx) = 9(3x + 2)?

4. f(x) = coy(3x + 1)
Rje enje: f{x)= 3sin(3x+ 1)

5. f(x) = In 12
Rje enje: fqx) = —2

1 x2°

5.3 |’hospitalovo pravilo

Kao to smo vee spomenili u prethodnom poglavlju kod racunanja
limesa mo e se pojaviti jedan od sedam neodre denih oblika:

S, 2,0 ¥, ¥ ¥, 0 0¥, ¥0
O’¥,01 lOO’l



5.4 rast i pad funkcije . ekstremi 117

Limese oblika g [ i— jednostavnije mo emo rije iti pomoeu L'Hospitalovog

pravila koje eemo navesti u nastavku. Ostali neodre deni oblici se po-

moecu odgovarajuceih transformacija svode na jedan od ova dva oblika.
L'Hospitalovo pravilo

Neka za funkcije f,g: D! R vrijedi

!(llmcf(x) =0, )I(l!mcg(x) =0 il
!(l!mcf(x) =¥, !(l!mcg(x) =¥

pricemuje c2 habi D. Neka su f i g neprekidne na skupu [a,b]
i neprekidno derivabilne na skupu ha,ci[h c,bi. Neka je g(x) 6 0

za svaki x 2 ha,ci[h ¢, bi. Ako postoji lim yx cg% = k, pricemu je
k2 Rilijek=¥ilije k= ¥, 6 tadaje

f(x) _ . fAx) _
xllmcﬁ - !(I!mc gAx) k.

Zadatak 50. Izracunajte limese:

1. _
. sinb5x
lim
xl' 0 X
RjeSenje:
. sin5x _ . (sin5x)° _ ~ 5cos5
lim —— = lim ————-~=Ilim ——— =5
xl 0 X xl o (x)9 xo 1
2. I
+
im n(5x + 1)
x!' 0
RjeSenje:
In(5x+ 1) _ . (In(5x+ 1))° = =24
m —2=|m-—— 72 = | =
X! 0 X X! 0 (x)0 xl o 1
3.
. X2+ 2x 15
lim ————
x! 3 x 3
RjeSenje:
i X2+ 2x 15 _ im (x2+ 2x 159 _ im 22 g
X3 x 3  x3 (x 30 T x3z 1

54 rasti pad funkcije . ekstremi

U nastavku eemo kori tenjem prve derivacije dati kriterije za rast i pad
te lokalne ekstreme funkcije. Prisjetimo se de nicije (strogo) rastuee i
(strogo) padajuce funkcije iz poglavlja 3, Elementarne funkcije.
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De nicija 20: Ka emo da funkcija f raste (strogo raste) na podrucju

S D akoje
f(x1)  f(x2) (f(x) < f(x2))

zasveXxi,Xo 2 S, X1 < Xo.

Ka emo da funkcija f pada (strogo pada) na podrucju S D ako je

f(x1)  f(x2) (f(x1) > f(x2))

zasveXxy, X2 2 S, X1 < Xo.

Primjer 12. Jedan primjer svugdje rastuee funkcije je eksponencijalna funk-

cija s bazom veeom dd

Slika 5.4.1: Eksponencijalna funkcija

De nicija 21: Neka je xp 2 D. Kaemo da je tocka f(xp) lokalni
minimum funkcije  f ako postoji okolina hxg d,xg+ di tocke xg na

kojoj je
f(xo)  f(x)

zasvaki x 2 hxg d,xp+ di.
Ka emo da je tocka f(Xo) lokalni maksimum funkcije
okolina hxg d,xg+ di tocke X na kojoj je

f(xo)  f(x)

zasvaki x 2 hxg d,xo+ di.

f ako postoji

Na slici 5.4.2 nacrtan je graf neke funkcije te su na njemu postavljene

tangente u tockama A, Bi C.
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Slika 5.4.2: Rast i pad funkcije. Ekstremi.

Vidimo da tocka A le i na intervalu na kojem funkcija strogo raste,
a B na intervalu na kojem funkcija strogo pada. Tako der vidimo da je
tocka C(xo, f(Xg)) lokalni maksimum funkcije jer je f(xp) f(x), za
svaki x iz neke okoline hxg d,xo+ di tocke Xg.
Pogledajmo sad tangentu u tocki A. Prisjetimo se da nam je derivacija
funkcije u tocki dala koe cijent smjera tangente u toj tocki, tj. kq =
fAx1) = tga;. Kako je 0° < a; < 90, onda je f4x;) > 0. Slicno je
tako ky = fYx,) = tga,. Kako je 9¢° < a, < 18, onda je f{xy) < 0.
Dakle, mo emo zakljuciti sljedece:
pretpostavimo da funkcija f ima prvu derivaciju u svakoj tocki nekog
intervala ha, bi ;
ako je

fAx) 0 fYx) > 0 , za svaki x 2 ha,bi

onda funkcija f raste (strogo raste) na ha, bi;
ako je
fAx) 0 fYx) < 0 , zasvakix 2 ha,bi

onda funkcija f pada (strogo pada) na ha, bi.

Proucimo sad lokalne ekstreme. Nijih traimo u tockama xp 2 D
za koje postoji okolina na kojoj je funkcija f de nirana i u kojima je
fA%o) = 0 ili ne postoji fYxo).

De nicija 22 Neka je f neprekidna funkcija u tocki Xo. Tocka Xg je
stacionarna tocka funkcije f ako je f{xg) = 0. Tocka X je kriticna
tocka funkcije f ako je Xp stacionarna tocka ili ako f nije derivabilna
u tocki Xo.

119
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Dakle, kriticne tocke su jedine tocke u kojima mogu (ali i ne moraju)
postojati lokalni ekstremi.

De nicija 23: Neka je f neprekidna u tocki Xxo. Ako postoji d > 0
takav da je f{x) 0,zasvaki x 2 hxg d,xoi i f{x) 0, za svaki
X 2 hxg, %o+ di, onda je f(Xg) lokalni minimum . Ako postoji d> 0
takav da je fqx) 0,zasvaki x 2 hxg d,xpi i f{x) 0, za svaki
X 2 hXg, Xo + di, onda je f(Xg) lokalni maksimum

Jednostavnije govoreei, ako funkcija f do tocke f(xp) pada, a od
tocke f(xo) raste, onda je f(xp) lokalni minimum. Isto tako, ako
funkcija f do tocke f(xg) raste, a od tocke f(xo) pada, onda je f(xg)
lokalni maksimum.

U pojedinim zadacima koji slijede prokomentirat eemo i postojanje
asimptota na graf funkcije. Stoga u nastavku dajemo i de niciju
asimptota.

Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedlu
tocke grafa funkcije i tog pravca te i u nulu kada tocka na grafu te i u
beskonacnost. Asimptote mogu biti vertikalne, horizontalne i kose.

Pravac x = Xg nazivamo vertikalna asimptota funkcije f ako vrijedi

limg «, ()= ¥ i lim f(x)= ¥.
0

I
x! xo*
U prvom slucaju govorimo o vertikalnoj asimptoti s lijeve strane, dok
u drugom slucaju govorimo o vertikalnoj asimptoti s desne strane.
Vertikalne asimptote mogu se nalaziti u tockama u kojima funkcija
nije de nirana ili u otvorenim rubovima domene.

Horizontalne asimptote su pravci paralelni s x-osi, dakle imaju
koe cijent smjera k = 0. Pravacy = | naziva se desna horizontalna
asimptota funkcije f ako postoji

| = X!I|rp¥ f(x).

Pravacy = | naziva se lijeva horizontalna asimptota funkcije f ako
postoji
| = X!I|m¥ f(x).

Preostaje nam jo razmotriti kose asimptote . Desna kosa asimptota
je pravacy = kx+ | za koiji vrijedi

X!I|r£1¥ [f(x) kx I]=0.

Lijeva kosa asimptota je pravacy = kx+ | za koji vrijedi
X!I|m¥ [f(x) kx [I]=0.

Koe cijenti ki | za desnu kosu asimptotu jednaki su

k= lim E
x! +¥ X
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pricemuije k& 0, ¥ ,+¥ i
| = X!Iirp¥[f(x) kx],

pricemuije | 8 ¥, +¥ . Analogno odre dujemo koe cijente kil za
dobiti lijevu kosu asimptotu tj.

k= lim @
xI ¥ X

pricemuije k6 0, ¥ ,+¥ i
| = X!I|m¥[f(x) kx],

pricemuje | & ¥ ,+¥.

Zadatak 51. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = 2x3 1x2  6x.

Rje enje: Odredimo derivaciju funkcije f:

_ 1,2 1 — 2
fo(x)—33x 5 2x 6=x" x 6
Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predz-
nak derivacije. Mi eemo to napraviti tako da nacrtamo derivaciju, tj.
kvadratnu funkciju f{x).

oo (Y IO( 2+24 1 5
12~ 2 T

X1= 2,X2= 3.

Slika 5.4.3: Graf funkcije f{x)= x? x 6

Sa slike 5.4.3 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivne
naintervalu h ¥, 2i[ h3,¥ i, anegativhe naintervalu h 2,3. To
znaci da f raste naintervalu h ¥, 2i [ h3,¥i, a pada na intervalu
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h 2,3.

Stacionarne tocke sux; = 2, xo = 3 jer smo dobili da je u tim

tockama derivacija jednaka nuli. Kako je lijevo od tocke x; = 2
f0> 0, tj. funkcija raste, a desno je %< 0 pa funkcija pada, onda je u
tocki x; = 2 lokalni maksimum tj. lokalni maksimumje f( 2)= %2
Isto tako, lijevo od tocke x, = 3 funkcija pada, a desno raste pa je u
toj tocki lokalni minimum tj. lokalni minimum je  f(3) = 277

Dakle, M( 2,%) je tocka lokalnog maksimuma, a m(3, %) tocka
lokalnog minimuma na grafu.

lako se u zadatku to ne tra i, ovdje je jo dodatno skiciran graf funkcije

f te su oznaceni njeni lokalni ekstremi. Na skiciranom grafu mo emo
provjeriti dobivene intervale rasta i pada.

Slika 5.4.4: Graf funkcije f(x)= $x® 3x2 6x
Zadatak 52. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = 23,

Rje enje: Funkcija nije de nirana u 0, dakle D = Rnf0g. Sad
odredimo derivaciju funkcije f:

2x2 2x( 2x+3) _ 2x2+ 4x®> 6x _ 2x* 6X
x4 - x4 XA

%) =

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Vidimo da je nazivnik pozitivan za svaki x 6 O tako da
nam predznak derivacije ovisi 0 brojniku, a to je kvadratna funkcija
koju jednostavno mo emo nacrtati. Odredimo joj nultocke:

2x(x 3)=0

X1 = 0,x, = 3.
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Primijetimo da x; = 0 nece biti ekstrem jer x; = 02 D. Dakle, x; = 0
je kriticna tocka funkcije f.

Slika 5.4.5: Graf funkcije fq{x) = 2x2 6x

Sa slike 5.4.5 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivne
naintervalu h ¥ ,0i [ h3,¥ i, a negativne na intervalu h0, 3. To znaci
da f raste naintervalu h ¥ ,0i [ h3,¥ i, a pada na intervalu h0, 3.
Stacionarna tocka je x, = 3. X1 = 0 nije stacionarna tocka jer ne
pripada domeni D. Kako lijevo od tocke x, = 3 funkcija pada, a desno
raste, u toj tocki je lokalni minimum i on je jednak f(3) = %
Dakle, m(3, %) je tocka lokalnog minimuma na grafu.
lako se u zadatku to ne tra i, ovdje je jo dodatno skiciran graf funkcije
f te je oznacen njen lokalni minimum. Na skiciranom grafu mo emo
provjeriti dobivene intervale rasta i pada. Primijetimo da je pravac
x = 0 lijeva i desha vertikalna asimptota. Tako der, pravac y = 0 je
lijeva i desna horizontalna asimptota.

Slika 5.4.6: Graf funkcije f(x)= —2+3

123
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Zadatak 53. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = x3e *.

Rje enje: Odredimo derivaciju funkcije f:
fAx) = 3x%e X+ x% *( 1) = x% *(3 x).

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je x?e X 0, predznak derivacije ovisi o linearnoj
funkciji y = 3 x koju jednostavno mo emo skicirati.

Slika 5.4.7: Graf funkcije f{x)= 3 x

Vidimo da je prva derivacija pozitivna na intervalu  h ¥ ,3i, a ne-
gativna na intervalu h3,¥ i. To znaci da funkcija raste na intervalu
h ¥,3i, apadanaintervalu h3,¥ i. Stoga jeM(3,f(3)) = M(3,27% 3)
tocka lokalnog maksimuma na grafu.
lako se u zadatku to ne tra i, ovdje je jo dodatno skiciran graf funkcije
f te je oznacen njen lokalni maksimum. Na skiciranom grafu mo emo
provijeriti dobivene intervale rasta i pada. Mo emo primijetiti da je
pravac y = 0 desna horizontalna asimptota.

Slika 5.4.8: Graf funkcije f(x) = x3e X



5.4 rast i pad funkcije . ekstremi 125

Zadatak 54. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = x+ {.

Rje enje: Napiimo f uobliku f(x) = #. Sad odredimo deriva-
ciju funkcije f:

_2x2 (x°+4) _ x* 4
fx) = v, = 7

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je x> > 0, za x 6 0, predznak derivacije ovisi o
kvadratnoj funkciji y = x? 4 koju jednostavno mo emo skicirati.
Odredimo nultocke kvadratne funkcije:

x2 4=0
(x 2(x+2=0

X1 = 2,Xp= 2.

Slika 5.4.9: Graf funkcije f{x)= x2 4

Sa slike 5.4.9 vidimo da su vrijednosti kvadratne funkcije pozitivhe
naintervalu h ¥, 2i[ h2,¥i, anegativne naintervalu h 2,2. To
znaci da f raste naintervalu h ¥, 2i [ h2,¥i, a pada na intervalu

h 2,2 nf0g.

Stacionarne tocke sux; = 21 xp = 2. Kako lijevo od tocke x; =
2 funkcija raste, a desno pada, onda je u tocki x; = 2 lokalni

maksimum i on iznosi f( 2) = 4. Slicno je u tocki x» = 2 lokalni

minimum i on iznosi f(2) = 4. Dakle, M( 2, 4) je tocka lokalnog
maksimuma, a m(2, 4) tocka lokalnog minimuma na grafu.

lako se u zadatku to ne tra i, ovdje je jo dodatno skiciran graf funkcije

f te su oznaceni njen lokalni minimum i maksimum. Na skiciranom
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grafu mo emo provijeriti dobivene intervale rasta i pada. Tako der
vidimo da je pravac x = O lijeva i desna vertikalna asimptota.

Slika 5.4.10: Graf funkcije f(x) = x+ 2

X

Zadatak 55. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = xIn x.

Rje enje: Odredimo derivaciju funkcije f:
1
fAx) = 1 Inx+ x = Inx+ L

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Odredimo najprije stacionarnu tocku:

Inx+1=0
Inx= 1
x=e L

Sad nacrtajmo funkciju In x + 1:
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Slika 5.4.11: Graf funkcije fYx) = Inx+ 1

Vidimo da je derivacija negativna na intervalu  0,e ! , a pozitivna
naintervalu e 1,¥ . To znaci da funkcija pada na intervalu 0,e !,
araste naintervalu e 1L, ¥ tejem(e % f(e ))= m(e !, e ?) tocka
lokalnog minimumuma na grafu.

Jo je dodatno skiciran graf funkcije f te je oznacenatockam(e 1, e 1).

Slika 5.4.12: Graf funkcije f(x) = xInx

Zadatak 56. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) =  3In(1+ x?).

Rje enje: Odredimo derivaciju funkcije f:

_ 1 1 N0 _ 1 1 _ X
0 = 2 1+ x2 (1+x9)7= 2 1+ x2 2= 1+ x2°

Kako bismo dobili intervale rasta i pada, moramo odrediti predznak
derivacije. Kako je nazivnik pozitivan, predznak ovisi o brojniku, a to
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je linearna funkcija. Stacionarna tocka je x = 0. Skicirajmo funkciju
y= x

Slika 5.4.13: Graf funkcije fq{x) = x

Iz predznaka derivacije vidimo da funkcija f raste na intervalu
h ¥, 0i, a pada na intervalu h0,¥i. Stoga jeM(0,f(0)) = M(0,0)
tocka lokalnog maksimuma na grafu.
Ovdje je jo za provjeru skiciran graf funkcije
tocka M (0, 0).

f i na njemu oznacena

Slika 5.4.14: Graf funkcije f(x) = 3In(1+ x?)

Zadatak 57. Odredite intervale rasta, intervale pada i lokalne ekstreme
funkcije f(x) = 753
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Rje enje: Odredimo derivaciju funkcije f:

Q%) = 1 (x? (X22x +2:)3()+ 3);(ZZX 2)
X2 2x+ 3 2xX%+ 2x
(x2 2x+ 3)2
x2+ 3
(x2  2x+ 3)2

Kako je nazivnik pozitivan, predznak derivacije ovisi o kvadratnoj
funkciji u brojniku. Odredimo joj nultocke i skicirajmo je. Dobivamo

x*+3=0

Slika 5.4.15: Graf funkcije fq{x) = x%+ 3

D E
b 1z pregznaka derivacije vidirgo da funkcl_i__ja pada na intervalu ¥, P 3]

3,¥ ,araste naintervalu P 3, P 3 . Stogajem( P 3, f( P 3) =
_ . Py - B s
( P 3,14-2) tocka lokalnog minimuma, a M(p 3, f(p 3)) = ( b 3,13

4
tocka lokalnog maksimuma na grafu.
Ovdje je takodkr jo dodatno skiciran graf funkcije f na kojem mo-

emo vidjeti eksteme funkcije te lijevu i desnu horizontalnu asimptotu
y= 0.
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Slika 5.4.16: Graf funkcije f(x) =

I S
x2 2x+3

Zadatak 58. Od pravokutnog kartona duljina stranich2 i 20 napravite
kutiju bez poklopca maksimalnog volumena.

Rje enje:
Nacrtajmo pravokutnik te s x oznacimo stranice kvadrata koje eemo
rezati po jednoj unutarnjoj stranici i savijati za zalijepiti kutiju.

Slika 5.4.17: Rje enje zadatka 58

Volumen Kutije iznosi

V(x) (12 2x)(20 2x)x = (240 24x 40x + 4x?)x

4x3  64x% + 240x.

Odredimo x tako da volumen bude maksimalan tj. na dimo maksimum
funkcije V. Nadimo derivaciju funkcije V:

VAx) = 12> 128+ 240.

P p_
Iz VYx) = 0 dobivamo x;, = 21 pasux, = €219y, =

1642 19 stacionarne tocke. Domena funkcije V je h0, 6. Kako je Vkva-

dratna funkcija, slijedi da je 0,219 interval rasta, a h'8-2-19 i
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p__
interval pada. Stoga je u tocki x; = 1212 Jokalni maksimum i on
iznosi
P |
1 21
1 219 6568
3
1 ZpT . . ..

Tocka x, = 18219 ne pripada domeni funkcije V.

Zadatak 59. Baza uspravne prizme je jednakostranican trokut. Oplo je
prizme iznosi600. Odredite dimenzije prizme tako da volumen bude maksi-
malan.

Rje enje:
Oznacimo osnovni brid prizme s a, a visinu s v.

Slika 5.4.18 Rje enje zadatka 59

Volumen prizme iznosi

V = ang \
== ,
aoploje
p
2
0= 2% 33
4
P 5
a 3
600 = + 3av
2
iz cega dobivamo
P3
) 3av= 600 5
200 a3
) v= -

a 6
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Uvrstimo v u volumen i dobivamo

p,|

as :50p§a }a3.

a2p 3 200 a
4 a 6 8

V(a) =

Za pronaei maksimum funkcije V najprije ju moramo derivirati pa

imamo
P- 3
vYa) = 50 3 éa2.
; 20977 ; 20977 ;
Stacionarna tocke su g = =l = =55 1za>0iv>0

dobivamo da je domena funkcije V interval h0, 20" 3i. Na toj domeni

je m,onﬁi interval rasta, a honf, 20" 3i interval pada, pa se u tocki
20" 27

&@ = =5= postie maksimum. Mabksimum funkcije V jednak je
v 2020 = 20003 Tockaay = 2% ne pripada domeni funkcije
V.

5,5 zadatci za vje bu

Zadatak 60. Izracunajte limese:

X2+ 2x
RjeSenje:

. 2 .
lim X2 = |im
Xl 2 X2+ 2x x!

. 2
1. lim X2
x! 2

(x (x+2) = 2 2 _ 2

2 X(x+2) 2

2. lim —pr2

Xl 95 16 X
Rjesenje:

im x+ 9 — im x+9 5+Sl6 X _
A" 5 P15 x xe5 P16 x 5+ 16 x

(x+ 9)(5+p16 x): im (x+ 9)(5+p16 X)

lim
xl 9 2 16 X xl 9 9+ X
[o S
= 5+ 16+ 9= 10
. tg2x?
3 Ll!mo X2
Rjedenje:
tq 2x2 sin 2x? in 2x2 1
im 92X = jim c0s2@ — |y SNX
xo X2 xI 0 X2 x' 0 X2 cos 2
2sin2x? 1

im =
xI 0 2x2 x! 0.COS 2?2



5.5 zadatci za vje bu

sin X.

4. lim cos(x+t) cosx
"t o t
RjeSenje:
_cos(x+t) cosx _ . 2sinXifXgjp Xl X
lim ( ) = lim 2 2
th o t th o t
2sinZtsin g sin § 2+ t
= lim 2 202 = jm 22 sin =
th o t th o > 2
Zadatak 61. Po de niciji izracunajte derivacije funkcija:
1. f(x) = ctgx
RjeSenje:
. f(x+ Dx) f(x)
f1{x) = Ilim
0( ) Dx! 0 Dx
- im ctg(x + Dx) ctg(x)
Dx! 0 Dx
cog(x+Dx)  cosx
— lim sin(x+ Dx) sin x
Dx! 0 Dx
cos(x+ Dx) sinx cosx sin(x+ Dx)
— lim sin(x+ Dx) sin x
Dx! 0 Dx
- i sin(x x Dx)
bx! 0 Dxsin(x + Dx) sin x
- m sin Dx _ 1
px! 0 Dx sin(x + Dx) sin x sin? x
2. f(x)= 2x°
RjeSenje:
. f(x+ Dx) f(x)
f{x) = i
0( ) Dx! 0 Dx
= 2(x+ Dx)®  2x3
" bxlo Dx
= 2 lim x3 + 3x?Dx + 3x(Dx)? + ( Dx)*3
B Dx! 0 Dx
_ Dx 3x?+ 3xDx + ( Dx)?
= 2 lim
Dx! 0 Dx

= 6x?
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derivacije
3. f(x)= &%
RjeSenje:

)

f(x + Dx)
Dx

f(x)

P px+Dx

X+ Dx

. X X+ Dx X+
3 lim —p—p—

Dx! 0Dx x+ Dx X

— — 2

. px2 X + DX

3 lim pP——mp—p—P——

Dx! 0Dx x+ Dx x(* x+ x+ Dx)

3lim —p o
3

X +

(a}
P—P— P = P—
Dx! 0Dx x+ Dx x( x+ x+ Dx)

3

P=>P=—7pP== PB=.
X X 2 X 2X X

Zadatak 62. Izracunajte derivacije funkcija:

1. f(x) = tg 2%

O 92 X2
Rjesenje:

f9x)

2. f(x)= X

\ x2+1
Rjesenje:

f9x)

1 2+ x2 ©°
2+ x2 2
coP L& 2 X
1 2x(2 x3) 2+ x3)( 2x)
cog? 24 (2 x?)2
1 4x  2x3+ 4x+ 2x8
cos? 24 (2 x2)?
1 8x
2+ x2 2\2
cos? 2% (2 x?)

(xe )Ax2+ 1) (xe X)(x*+ 1)°
(x2+ 1)2
xe X)(x%+ 1)
(x2+ 1)2
X)(x*+ 1)
(x2+ 1)2
e X(x*+1 x® x
(x2+ 1)2
eX( x® x% x+1)
(x2+ 1)2

(e X xe *2x

e (1 2x2

2x?)




5.5 zadatci za vje bu

Zadatak 63. Odredite jednad bu tangente na graf funkciféx) = x3
3x + 2 utocki T(2,yo).
Rjesenje:
yo= f(2)= 28 6+2=14
fdx)= 3x> 3
k= fq2)=3 22 3=9
t Yy yo=Kk(X Xo)
t y 4=9(x 2
t y=9% 14
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INTEGRALI

6.1 neodre eni integral

U ovom poglavlju proucavamo sljedeei problem: ako je zadana funk-
cija f, trebamo naei funkciju cija je derivacija jednaka f. Takvu funkciju
F za koju vrijedi

F{x) = f(x), za svaki x 2 ha, bi

zovemo primitivna funkcija funkcije f naintervalu ha, bi
Neka je F primitivna funkcija funkcije f na intervalu
ha,bi i c2 R. Tada je

[F(x)+ %= FY{x)+ = FYx) = f(x), za svaki x 2 ha,bi

pa slijedi da je i F+ c primitivna funkcija funkcije f naintervalu ha, bi,
tj. primitivha funkcija je skup koji se sastoji od beskonacho mnogo
funkcija koje se razlikuju za konstantu. Skup

fF+c:c2Rg

zovemo neodredkni integral funkcije  f i pi emo
VA
f(x)dx= F(x)+ c.

Funkciju f nazivamo podintegralna funkcija.

Primjer 13. Primitivna funkcija funkcije f(x) = x je funkcijaF(x) =
ix2+ cjerje
0

Fox) = %x2+c = 2 2x+ = x = f(x).

Svojstva neodre denog integrala:
Zz
fAx)dx = f(x)+ ¢

z z
af(x)dx=a f(x)dx, a2 R
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Z Z Z
[f(X)+ g(x)]dx= f(x)dx+ g(x)dx.
Integrali elementarnih funkcija:
Z
x"dx =
n
z
;dxz Injxj+ ¢,x 6 0
Z

n+1

+1

+cné6 1

X
a‘dx = a—+c
7 Ina
g=¢e+c
Z
sinxdx = cosx+ ¢
z

cosxdx = sinx+ ¢

cos?xdx = lgx+c

sin?xdx
Zadat%k 64. Izracunajte neodrdiene integrale:
1. 5(x* 3x2 1)dx

ctgx + c.

Rjedenje:
z z z z
5(x* 3x?> 1dx=5 x*dx 15 x%dx 5 dx

4+1 2+1 0+1 5 3
L_\X l:X l__‘X X X

9 fo} 9 + = — — +
4+ 1 271 g1 6T Oy 143 xte
= x> 5x3 Bx+c¢

R
2. (33+ 3 Lydx

Rjesenje:
Z Z Z
2 5 11 2 3 1 1
—x3+ dx = = +
(3x 3x2 2)dx 3 x*dx+ 3 x2dx 5 dx
g)(—4+3§ }x+ c—x—4+2x% }x+c
34 3 2 G 2
3. TS gy
X
Rjedenje:
A VA
5 1 X 1
508 Dix=5 g gL dx
VA )I VA X VA X VA
= 5 x'2dx 5 x 2dx=5 x2dx 5 x 2dx
3 1
= 5)%2 5X—12+c: E)x% 10xz + ¢
2 2 3



6.2 metoda supstitucije

R P—
4. (%+ x3+ 2)dx
RjeSenje:
Z Z Z VA
(54+ x3 + g)dx: 2 x 4dx+  xidx+ 2 de
X X X
x 3 X3 . 2 2 s .
= 273+?+ 2Injxj+ c= @+5X2+2lnjxj+c

2
6.2 metoda supstitucije

Neka je zadan integral Z
f(x)dx.

Pretpostavimo da f(x) mo emo zapisati u obliku

f(x) = v (u(x)) u{x)

te pretpostavimo da mo emo pronaei primitivnu funkciju VvV od v, tj.

V0= v. Po pravilu za derivaciju slo ene funkcije imamo

[V (u(x))1°= VO(u(x) u%x) = v (u(x) ux) = f(x),

tj. slo ena funkcija V u je primitivna funkcija funkcije f. Slijedi da je
VA
f(x)dx=(V u)(x)+ c=V (u(x))+c

Na ovoj jednakosti zasniva se metoda supstitucije.

Primjer 14. Izracunajte neodrdleni integral:

N

mdx.

Rje enje:
Odaberimo u(x) = x3+ 5i v(x) = %. Derivacija funkcije u(x) je

uq(x) = 3x2. Primitivna funkcija funkcije v(x) = 2 je V(x) = %Injx].

Tada je
42 4 3 0_
x3+ 5 - 3(X3+ 5) (X + 5) - V(U(X)) UO(X)-
Sad je .
4> 4 g
mdx— éInjx + 5+ c
Ovaj postupak eemo jednostavnije zapisivati ha sljedeei nacin
8 9
z 2 < u(x)=x3+5 =
4x du 2
3 dx=_ g = 3X )
X+ 5 — 22 24y = Ly
du= 3x“dx) x<dx= zdu
42

1 4 . 4. . a0
= — — = + = _ + + C.
3 udu 3Inju1 c 3|an 5+ ¢
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Zadatak 65. Izracunajte neodrdlene integrale:

R
1 p4x 5dx
Rjesenje:
4
P—— u(x)=4x 5
4 Sdx= du= 4dx) dx= idu
z 3 q
1= p— luz 1
= - = ———+ = — 3+
1 udu 4%c6(4x5)c
R
2. ( 2x+ 3)7dx
RjeSenje:
z u(x) = 2x+ 3
+ 3)’dx = -
( 2x+ 3)7dx du= 2dx) dx= 3du
Z
1 1ud 1 8
= = = —+c= = + +
5 u‘du g ¢ 16( 2x+ 3)°+ ¢
R p__
3. x“p2x5 1dx
RjeSenje:
VA
P u(x) = 2x> 1
4 5 -
Xt 2 ldx du= 10x*dx) x%x= s5du
z 3 q
p— 1 uz 1
= = _ _ 4+ c= — 5 34+
10 udu 10% c 15 (2x> 1)8+ ¢
2
4. FZdx
RjeSenje:
Z 2 — 233
2X u(x) = 3x°+ 1
33+ 1 du= 9x2dx) x2dx= idu
z
27 du_ 2 .. 2. . .
= - —= +c= ~| S+ 1j+
9 U 9nju1 c 9nj3x |+ C
R
5 sin( 4x+ 1)dx
RjeSenje:
z u(x) = 4x+1
. + - -
sin( 4x+ 1)dx du= 4dx) dx= idu

z 1 1
sinudu= -~cosu+ c= 21cos:( 4x+ 1)+ c



6.3 odre eni integral
R
6. sin®xdx
RjeSenje:
Z Z
. 1 cosX
sin? xdx = Tdx
A VA
1 1 u(x) = 2x
= - d = cosXxdx =
2 2 X du= 2dx) dx= 3du
= }x+ o }Z cosudu = }x }sinu+ c
S22 4 20 4
= }x }sin2x+c
27 4
R
7. tgxdx
RjeSenje:
z z sin x
tgxdx=  ——dx
COSX
u(x) = cosx
du= sinxdx) sinxdx= du
Z
1 o . .
= aduz Injuj+ c= Injcosxj+ c

6.3 odre eni integral

De nicija 24: Za realnu funkciju f ka emo da je omedkna ako postoje
realni brojevi mi M za koje vrijedi m  f(x) M za svaki x na
podrucju de nicije.

De nicija 25 Konacan skup tocaka D = f Xg, X1, . . .,XnQ S& Svojstvom
daje

a= Xg< X1 < X< < Xp=h.

nazivamo razdioba ili particija segmenta[a, b]. Za particiju D%ka emo
da je pro njenje particije D akojeD® D.

De nicija 26: Nekaje A R.Kaemodaje M 2 R supremum skupa
A, oznaka sup A ako je M gornja me dh skupa A tj. a M za svaki
a2 Ai M je najmanja gornja medh.

Kaemodaje m2 R inmum skupa A, oznaka inf A ako je m donja
medh skupa A t. a mzasvakia2 A i m je najveca donja madfh.

Uzmimo ome denu funkciju f: [a b]! R. eljeli bismo izracunati

povr inu P omedenu grafom funkcije f, pravcima x = a x = bi osi X.

141
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Slika 6.3.1: Povr ina ome dkna grafom funkcije f, pravcima x = a, x = biosi
X

Kako je funkcija f zakrivljena, mi ovu povr inu ne mo emo prekriti
pravokutnicima, ali u nju mo emo upisivati pravokutnike ili ju prekriti
opisanim pravokutnicima. Zbroj povr ina upisanih pravokutnika nazi-
vamo donja integralna suma , a zbroj povr ina opisanih pravokutnika
gornja integralna suma . Na sljedecim slikama vidimo da je tra ena
povr ina izme dlU zbroja upisanih i zbroja opisanih pravokutnika. Ta-
kodkr, mo emo uociti da se uzimajuei sve sitniju particiju segmenta
[a,b], zbroj povr ina upisanih pravokutnika poveeava ili ostaje isti, a
zbroj povr ina opisanih pravokutnika smanjuje ili ostaje isti i sve se
vi e pribli avaju tra enoj povr ini.

Slika 6.3.2: Donja i gornja integralna suma
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Slika 6.3.3: Donja i gornja integralna suma

Za de nirati odre dkni integral uzmimo najprije neku particiju D
segmenta[a, b] tj. konacan skup tocaka D = fXg, X1, ...,XnQ Sa SVOj-
stvomdaje a= Xg< X < < Xp = b. Kako je funkcija f omedkna,
na svakom podsegmentu [x; 1,xi], i = 1,...,n postoje nenegativni
brojevi m;, M; takvi da je

mi= inf f(x), Mj= sup f(x),i=1,...,n

X2[x; 1,%] X2[x; 1.%i]

Ako s P oznacimo povr inu ispod grafa funkcije, vrijedi

n n
amx %1 P &M x 1) 13)
i=1 i=1

to je n veei, donja ograda aproksimacije (11) ece rasti, a gornja padati.

De nirajmo
n

s(f,P)= & m(xi X 1),
i=1

n
S(f,P)= & Mi(xi i 1).
i=1

Brojeve s(f,P) i S(f,P) nazivamo donja, odnosno gornja Darbo-
uxova suma.

De nicija 27: Donji Riemanov integral funkcije f na [a, b] de nira se
kao z

f = supfs(f,P): P particija od[a b]g.

Gornji Riemanov integral  funkcije f na [a, b] de nira se kao

z
f = inffS(f,P): P particija od[a b]g.
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integrali

De nicija 28 Za omgdenu fgnkciju f : [ab] ! R kaemo daje R-
integrabilna ako je f= f. Taj broj tada nazivamo Riemanov
integral ili odredkni integral funkcije f na segmentu [a b] i oznaca-

vamo
Zy
f(x)dx.
a

Brojeve ai b zovemo donja, odnosno gornja granica integracije .

Svojstva odre denog integrala:
Ra
1., f(x)dx=0,
Rb Ra
2. f(x)dx = b F(X)dx,
Ry, Ry, :
3. jcf(x)dx= c , f(x)dx, cje konstanta,
Ry, Ry, Ry,
4. [f(x) o(x)]dx= [ f(x)dx _ g(x)dx,
Ry, R R,
5. f(x)dx= [ f(x)dx+ _f(x)dx,8c2< ab>,

R, _
6. , f(x)dx Oakojef(x) 0,8x2 [ahb]

Za racunanje odredkenog integrala koristit cemo sljedeci teorem bez
dokaza:

Teorem 4. (Newton-Leibnitzova formula )
Neka jef neprekidna funkcija nga, b] i F primitivna funkcija od f. Tada
vrijedi

Zy b
. f(x)dx = F(x) a= F(b) F(a).

Dakle, mo emo reci da odre deni integral racunamo kao razliku
vrijednosti primitivne funkcije u gornjoj i donjoj granici promatranog
integrala.

Zadatak 66. Izracunajte odrdlene integrale:

R3 2
1 1%dx
Rjesenje:
st—zdx—} XjS 1(33 1%) = 26
137 331 9 9



Ry
2. 2% 2x

6.3 odre eni integral

RjeSenje:
Zo32 o Z Z5
Md =3 x2idx 2 x' idx
0 X 0 0
= 3  xidx 2 x%dx:3x—52 2%2
0 0 30 50
= g(zg 02) g(zg 0%) = gp25 gpz
= 8 Pp 4P 2P By
5 p p5 3
722 40 2_ 322
N 15 - 15
Rg o
3. b cos(2x + B)dx
RjeSenje:
Zg p u(x) = 2x+ &
+ = = - 3
p COSZXH Z)AX= G2 odx
- 1 pcosudu— }sinup - 1 sin sin2p
T 23 TSNty T NP
_ "3
- 4
R,
4. 5 mosdx
RjeSenje:
Z2 5 « = u(x) = 2x+ 3
0 2x+ 3 du= 2dx) dx= du
Z
5-7 5 ..7 5
= 5, adu— §|nJUJ - é(In7 In3)
R;p____
5. 13p3x+ ldx
RjeSenje:
Z3
u(x) = 3x+ 1
+ =
1 3+ ldx du= 3dx) dx= 3du
Z 3
1°-10p _ luz 10 2Pp— P—
= _ = _ = _ 3
3. udu 33 . 9( 10 43)
2, P 4 P
= §(10 10 8)= 5(5 10 4).
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6.4 povr ine ravninskih likova

Promatramo funkcije f,g:[ab]! R injihove grafove. eljeli bismo
izracunati povr inu ravninskog lika ome dknog grafovima funkcija f i
g te pravcima x = ai x = bkao to je prikazano na slici 6.4.1.

Slika 6.4.1: Povr ina ravninskog lika

R,
Kako racunanjem f(x)dx doblvarigo povr inu ispod grafa funkcije

f na segmentu [a,b], a racunanjem g(x)dx povr inu ispod grafa
funkcije g na segmentu [a, b], onda je tra ena povr ina jednaka

b b
P= f(x)dx g(x)dx,
a a

atoje

Zy
P=(f g)(x)dx.

Zadatak 67. Odredite povrinu lika u ravnini koji je omdlen parabolom
y= x>+ x 12ipravcemy= x 2.

Rje enje: Nacrtajmo pravac i parabolu i 0znacimo tra enu povr inu.
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Slika 6.4.2: Rje enje zadatka 67

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke
presjeka pravca i parabole:
X2+ x 12=x 2

x2 0=0 0
(x 19(l+ 100=10
X1,2= 10.
Sad racunamo tra enu povr inu:
Z pTO
P = b (x 2 x*+x 12 dx
10
p_—_
Z pTO 3 10
= b X*+10 dx= 2+ 10x
10 3 p__
p p o p
73 P . P
10 p— 10)3 pP— 40 10
= 5 +10 10 (3)+10( 10) = .

Zadatak 68. Odredite povr inu lika omdlenog parabolom
y= x? 2x+ 3ipravcemy= Xx.
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RjeSenje: Nacrtajmo pravac i parabolu i oznacimo tra enu povr inu.

Slika 6.4.3: Rje enje zadatka 68

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke
presjeka pravca i parabole:

X2 2x+ 3= x
x? x43=0
i, = 113

1,2 — 2 -

Sad racunamo tra enu povr inu:

Z1"m:
=z

_ 2
P = izﬁ xc 2x+3 ( x) dx
1 p?s
Z 1 pf% 3 2 2
_ 2 2 _ X X
= WP Xc X+ 3 dx= 3 ?+ 3x
1+ 13 1+7;)2ﬁ
! st)3 (1 pﬁ)z 3(1 IoTs)
T .24 8 2 4
P— 3 P—> P_—
(1+ 13 (1+ 13 3(1+  13)
24 8 2
_ 32pf3+ 4p13+3p13_ 13° 13
- 24 6
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Zadatak 69. Odredite povr inu lika sa sliké.4.4.

Slika 6.4.4: Zadani elementi zadatka 69

Rje enje:

Zadatak 70. Odredite povr inu lika omdlenog parabolama
y= x2+6xiy=x% 2x.

RjeSenje:

Nacrtajmo zadane parabole i oznacimo tra enu povr inu.
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Slika 6.4.5: Rje enje zadatka 70

Kako bismo odredili granice integracije, moramo pronaci tocke pre-
sjeka parabola:

X2+ 6x = X2 2x

2x2+ 8x=0

2xX(x 4)=0

X1=0,x2=4

P = [( x2+6x) (X2 2x)]dx= ( 2x®+ 8x)dx
0 0
4
2x3  8x?2 128 64
S . Vg
3 2 3 3

0

Zadatak 71. Odredite povr inu lika sa sliké&.4.6.
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Slika 6.4.6: Zadani elementi zadatka 71

Rje enje:
Kako bismo odredili granice integracije, moramo rije iti jednad bu

_1 - _ b
COSX = E,XZ [0,p] =) x= 3
Zy 5
3 1 . 1
P = . (cosx é)dX— sinx SX :
P P "3 p
= sm3 (sin0 0) = > &

Zadatak 72. Odredite povr inu lika sa slik&.4.7.

Slika 6.4.7: Zadani elementi zadatka 72
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Rje enje:
Z3 1
1 u(x) = sx
P = X = 2
, & du= idx) dx= 2du
Z 3 3
2

2 édu= 2¢ =2(epé pé)zzpé(e 1).

2

Nl

Zadatak 73. Odredite povr inu lika omdélenog parabolama= x? 5x i
y= x%+9x 18

Rje enje: P = 15.62.
6.5 volumeni rotacijskih tijela

Uzmimo neprekidnu funkciju f: [ab]! R. Rotacijom luka krivulje
y = f(x) oko osi x na segmentu [a, b] dobivamo rotacijsko tijelo.
Presjek rotacijskog tijela ravninom okomitom na os x krug je radijusa
r(x) cija je povrina P(x) = pr2(x), gdje jer(x) = jf(x)j.

Slika 6.5.1: Volumen rotacijskog tijela

Zamislimo da volumen rotacijskog tijela dobivamo zbrajanjem po-
vr ina beskonacno mnogo krugova. Analogan zbrajanju beskonacno
povr ina bilo bi integriranje povrina po varijabli  x, pa dobivamo
formulu Z,

V=p ) r2(x)dx.
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Na slican nacin dobiva se volumen rotacijskog tijela koje nastaje ro-
tacijom krivulje oko osi vy ili bilo kojeg pravca to eemo pokazati u
zadatcima na kraju ove cjeline.

Vi e 0 volumenu rotacijskog tijela mo e se pronaei u knjigama [ 1] i

[11].

Primjer 15. Odredite volumen tijela koji nastaje rotacijom lika sa slike oko
0si X.

Slika 6.5.2: Zadani elementi primjera 15

Rje enje: Skicirajmo rotacijsko tijelo:

Slika 6.5.3: Rje enje primjera 15
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Primijenimo formulu za volumen rotacijskog tijela koje nastaje rota-
cijom pravca y = %x na segmentu od 0 do 5.

Zs 1 2 1 Z52
V—p0 §X dx—Zpoxdx
1 3° 125
- h X P 3 g3 P
3 "> 0 12

Rije imo sad gornji zadatak standardnom formulom za volumen sto ca

1
V= Zrépv.
3rpv

Radijus osnovice sto ca jednak je y koordinati sjeci ta pravaca y = %x
i x=5t.r= 3. Visina stocaje v= 5. Sad dobivamo

5 2 125
> 5= .
P 12

Primijetimo da gornje rje enje odgovara rje enju koje smo dobili upo-
trebom integralne formule za volumen.

Primjer 16. Odredite volumen tijela koji nhastaje rotacijom lika sa slike oko
0Si X.

Slika 6.5.4: Zadani elementi primjera 16

Rje enje: Skicirajmo rotacijsko tijelo:
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Slika 6.5.5: Rje enje primjera 16

Primijenimo formulu za volumen rotacijskog tijela koje nastaje rota-
cijom pravca y = 2 na segmentu od 0 do 5.
Zs Zs
V = p 2%dx=4p dx
0 0
5

4p x =4p(5 0)= 20p.
0
Rije imo sad gornji zadatak standardnom formulom za volumen valjka

V = r’pv.
Radijus osnovice valjka iznosi r = 2, a visinav = 5. Sad dobivamo
V =2%p 5= 20p.

Primijetimo da gornje rje enje odgovara rje enju koje smo dobili upo-
trebom integralne formule za volumen.

Zadatak 74. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika sa slike5
oko x-osi.

Slika 6.5.6: Zadani elementi zadatka 74
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Rje enje:

Slika 6.5.7: Rje enje zadatka 74

Najprije napg imo jednad bu pravca p kod'iiprolazi kroz ishodi te
i tocku T(%,-2). Traeni pravac je y = 34—p3x. Kako bismo dobili
volumen tra enog rotacijskog tijela, moramo od volumena tijela koje
nastaje rotacijom grafa funkcije f(x) = sinx oduzeti volumen sto ca.

Sad imamo da je volumen tijela

Z»n Z 2

. 1 s 4
Vi = p Csinxdx=p - =05y
0 0 2
% %
_op 1 P, P
= 5 X 2sm2x 2x 4S|n2x
0 b 0
P2 pgd_p op 3
2 3 4 3 3 8
.. pg. . .
a volumen sto ca radijusa baze —° i visine %2
1 pé! ? 2
pP_P
Vo= — 2 = - = =
2= 3'PV=3 o P33T
p_
p>, p 3
V=V, Vo= —+ .
1 V2= g 8

Zadatak 75. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom akosi lika
omalenog parabolomy x? 2ipravcemy= 1.

Rje enje: Skicirajmo najprije povr inu ome dknu zadanim funkci-
jama.
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Slika 6.5.8: Zadani elementi zadatka 75

Da bismo odredili granice integracije, moramo naci presjek pravca i
parabole:

X12= 1.

Skicirajmo tra eno rotacijsko tijelo.

Slika 6.5.9: Rje enje zadatka 75

Kako bismo dobili volumen tra enog rotacijskog tijela, moramo od
volumena tijela koje nastaje rotacijom grafa funkcije y = x? 2 oduzeti
volumen valjka. Sad imamo da je

Z, Z,
Vi = p  (X* 2%dx=p (x* 4x®+ 4)dx
1 1
5 4X3 1
— 4+ 4x =
3 p

gl =
wl b
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Vo = rPpv = 1%p2= 2p,

86 56

V=Vi Ve= op o 2p= op.

Zadatak 76. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom akosi lika
omellenog parabolomy  x2+ 9ipravcem y= x + 3.

Rje enje:

Slika 6.5.10: Zadani elementi zadatka 76

Slika 6.5.11: Rje enje zadatka 76
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Z, zZ,
Vi = p 3( x>+ 9)%dx = p 3(x4 18x2 + 81)dx
2
5
= p % 6x3 + 81x
3
3 243
= p T 48+162 p - +162 243 = 250p,
1 1 125
V:—2 :72 = —
2 3r pv 35p5 3p,
2
V=V, VZ:%E’p.

Zadatak 77. Odredite volumen tijela koje nastaje rotacijom lika sa slike
6.5.12 oko y-osi.

Slika 6.5.12: Zadani elementi zadatka 77

Rje enje: Najprije napi imo jednad bu parabole:

y=ad+c
4=0+c) c=4
y= ax+ 4

0=4a+4) a= 1
) y= x°+4.
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Napi imo jednad bu pravca (tangente parabole u tocki  T( 2,0)):

yo= 2x) k=4,
y 0=4(x+2)) y=4x+ 8.

Slika 6.5.13: Rje enje zadatka 77

Kako smo sad radili rotaciju oko osi y, radijus rotacijskog tijela eemo
izraziti kao funkciju u varijabli y:

y= x?+4) x= p4
. P
t.ry)= "4 .
_}2 _}2 _12
V1—3rpV—32p8— 3p,
Z 4 ) Z4p 5 Z 4
Vo = p 0[r(y)] dy=p . 4 ydy=p 0(4 y)dy
4
y2
=P 4 5 =p(6 8=é8p,
0
32 8



KAZALO

arkus kosinus, 98
arkus kotangens, 99
arkus sinus, 97

arkus tangens, 98
asimptota funkcije, 120

baza, 26
bijekcija, 85

Cauchyjeva de nicija limesa,
103
ciklometrijske funkcije, 97

dekadski logaritam, 91
derivacija funkcije, 110
derivacija funkcije u tocki, 110
desni koordinatni sustav, 45
determinanta, 50

domena, 85

donja Darbouxova suma, 143
donja integralna suma, 142
donji Riemanov integral, 143

eksponencijalna funkcija, 89

eksponencijalno preslikavanje,
92

ekstenzija ili pro irenje
funkcije, 86

funkcija ili preslikavanje, 85

gornja Darbouxova suma, 143
gornja integralna suma, 142
gornji Riemanov integral, 143
graf funkcije, 85

horizontalna asimptota, 120
in mum, 141

injekcija, 85

inverzna funkcija, 85

jedinicni vektor, 17

jednad ba pravca, 59
jednad ba ravnine, 57

kanonski oblik jedna be
pravca, 60
karakterizacija okomitosti, 33
kodomena, 85
kolinearni vektori, 9
komplanarni vektori, 13
kompozicija funkcija, 85
konstanta, 87
koordinatni sustav, 27
kosa asimptota, 120
kosinus, 93
kotangens, 94
kriticna tocka, 119
kut izme dl vektora, 32
kvadratna funkcija, 88

L'Hospitalovo pravilo, 117

Laplaceov razvoj determinante,
51

lijevi koordinatni sustav, 46

limes funkcije, 104

limes s desna, 105

limes s lijeva, 104

linearna funkcija, 87

linearna kombinacija vektora,
20

logaritamska funkcija, 90

lokalni maksimum, 118

lokalni minimum, 118

metoda supstitucije, 139

mje oviti produkt vektora, 54
mno enje vektora i skalara, 17
modul ili norma vektora, 9

neodredeni integral, 137
neodredeni oblici, 106
neparna funkcija, 86

161
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KAZALO

neprekidna funkcija, 104

Newton Leibnitzova formula,
144

normala ravnine, 57

nulvektor, 12

okolina tocke, 103

omedena funkcija, 141

opea potencija, 91

opei oblik jednad be ravnine,
58

ortogonalna baza, 41

ortogonalni vektori, 41

ortonormirana baza, 41

padajuca funkcija, 86, 118

parametarski oblik jednad be
pravca, 60

parna funkcija, 86

particija segmenta, 141

period funkcije, 86

periodicna funkcija, 86

podintegralna funkcija, 137

polinom, 87

povr ina ravninskog lika, 146

pravokutne koordinate, 41

pravokutni koordinatni sustay,
41

primitivna funkcija, 137

prirodni logaritam, 91

pro njenje particije, 141

racionalna funkcija, 89

radijvektor, 28

rastueca funkcija, 86, 118

realna matrica, 49

restrikcija ili su enje funkcije,
86

Riemanov integral, 144

rotacijsko tijelo, 152

sekanta, 109

sinus, 93

skalarna projekcija, 39
skalarni produkt, 32
slika funkcije, 85
stacionarna tocka, 119
supremum, 141
surjekcija, 85

tangens, 94
tangenta, 110

vektor, 9

vektorska projekcija, 39
vektorski produkt, 46
vertikalna asimptota, 120
volumen rotacijskog tijela, 152

zbrajanje vektora, 14
Zlatni rez, 44
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